
Schleswig-Holstein. Der echte Norden.

Zahlbereichserweiterung

Herzlich Willkommen



Curriculum

Ziel: Die LiV kennen die verschiedenen Rollen, die Variablen 
haben können, kennen typische Schülerfehler und können 
Gegenmaßnahmen einleiten. Als roter Faden ziehen sich die 
verschiedenen Rollen von Variablen (allgemeine Zahl 
(Unbestimmte), Unbekannte und Veränderliche) durch den 
Tag, für die jeweils repräsentative Aufgaben und Übungen 
vorgestellt werden, mit deren Hilfe tragfähige 
Grundvorstellungen aufgebaut werden sollen. Dabei ist an die 
Vorerfahrungen aus der Grundschule anzuknüpfen. Im Fokus 
stehen auch die Fachsprache sowie die Notation von 
Äquivalenzumformungen.



• Bezug zu mathe.sh
• Grundvorstellungen
• Zahlaspekte
• Stunde hospitieren und reflektieren
• Zahlbereiche: Fachanforderungen
• Brüche, Bruchzahlen, Dezimalzahlen
• Fehlvorstellungen
• (Rationale Zahlen)
• (Reelle Zahlen)
• Abschluss

Ablaufplan



Kognitiv 
aktivieren 

-
Lernerfolg 

sichern

Spiralcurriculum und 
kumulativer 

Kompetenzerwerb
Didaktische Zugänge zu 

Begriffen und 
Zusammenhängen

Individuelle Diagnose

M Effektive 
Nutzung des 

Lernmaterials

Üben, Vertiefen, 
Entwickeln

Kontexte

Qualität von Aufgaben 
und Unterrichtsmaterial 

Formative individuelle 
Lernbegleitung

Institutionelles Monitoring 
auf Klassen-/Schulebene

Qualität der Implemen-
tation des Lernmaterials

A Kohärente 
Struktur des 

Lernangebots

B Formative 
Lernbegleitung



Bezüge zu mathe.sh

A2: Didaktische 
Zugänge zu Begriffen 
und 
Zusammenhängen

M3: Qualität der 
Implementation des 
Lernmaterials



Grundvorstellungen



Grundvorstellungen in der 
Mathematik

Aus vom Hofe, Rudolf und Roth, Jürgen (2023): „Grundvorstellungen aufbauen“ in mathematik lehren, Heft 236, S. 2-7, Velber, Friedrich 
Verlag



Aktivität 1

Aufbau von Grundvorstellungen

“Karten legen“  mit Erklärungen



Aufbau von 
Grundvorstellungen
• Knetgummi nutzen (konkretes, strukturiertes  Material 

nutzen)
• Konkrete Bilder im Kopf erzeugen
• In das gedankliche Netzwerk die Bilder  

einfügen
• Vorstellungen entwickeln
• Vorstellungen zielgerichtet und flexibel  

einsetzen
• Ständige Verfügbarkeit



Grundvorstellungen

• Subjektive 
Vorerfahrungen

• Subjektiver 
Erfahrungsbereich 
(SEB)

• (normative) 
Grundvorstellungen

Individuum: subjektive Erfahrungsbereiche, 
Handlungsvorstellungen, Erklärungsmodelle

Lernkontext

Grundvorstellung

Mathematik: Begriffe, Verfahren, 
Resultate

aktivieren erfassen

didaktisch 
umsetzen

aufbauen

versteheninhaltlich 
bestimmen



Grundvorstellungen beim Erlernen von Mathematik

11



Grundvorstellungen beim Erlernen von 
Mathematik



Grundvorstellungen vor Kalkül!

Wartha kommt zu dem Schluss: Wer anschauliche Vorstellungen zum Begriff besitzt,
beherrscht im Allgemeinen auch das Kalkül.

Vgl. Padberg, F.: Didaktik der Bruchrechnung. Heidelberg: Spektrum, 1995 (4. Aufl. 2009).



Füllen Sie die folgende Tabelle mithilfe des Selbstlernkurses aus.
1.1 Grundvorstellungen - Pikas
Bearbeiten Sie auch die weiteren Aufgaben des Kurses.

Aktivität 2

Grundvorstellungen von natürlichen Zahlen (Zahlaspekte)
Zahlaspekte Vorstellung Passende Frage(n) Beispiele

Kardinal- Zahl als Anzahl von 
Objekten einer 

Menge

Ordinal-
(Zählzahlen/Ordnungszahlen)

Maß-

Operator-

Rechen-
(algebraischer/ algorithmischer A.)

Kodierung-

https://pikas.dzlm.de/schumas/differenzierung/modul-1/mini-module/11-grundvorstellungen


Zahlaspekte Vorstellung Passende Frage(n) Beispiele

Kardinal- Zahl als Anzahl von 
Objekten einer Menge

Wie viele? Auf der Weide stehen 
6 Kühe.

Ordinal-
(Zählzahlen/Ordnungszahlen)

Vorstellung von der 
Position einer Zahl in 

einer Zahlenreihe

Die nächste Zahl? An 
welcher Stelle?

1, 2, 3, 4, ….
Er belegte den 3. Platz

Maß- Maßzahlen für Größe 
(in Kombination mit 

einer Einheit)

Wie schwer? Wie 
lang? Wie hoch? Wie 

teuer?

12,5 kg
22cm
30€

Operator- Vervielfacht einer 
Handlung oder eines 

Vorgangs

Wie oft? Zweimal würfeln

Rechen-
(algebraischer/ algorithmischer A.)

Gleichheitsaussagen 
(Komm./Asso./Distri.)

Schriftliche 
Rechenverfahren

(Zahlen werden als 
Rechenzahlen 

genutzt.)

12 + 5 = 5 + 12 
(Komm.)

Verfahren (z.B. 
schriftl. Subtrahieren)

Kodierung- Bezeichnung von 
Objekten/ Kodierung 

von Objekten

Welche Nummer steht 
für?

Postleitzahlen, ISBN, 
Telefonnummer

Grundvorstellungen von natürlichen Zahlen (Zahlaspekte)



Unterrichtsbesuch

Verteilung der 
Beobachtungsschwerpunkte Unterrichtsstunde Reflexion



Beobachtungsbogen der Prüfungsstunde als 
Grundlage für Hospitationsstunden

Übergeordnete Punkte:
1. Hat die LK sachlich und fachlich korrekt unterrichtet?
2. Hat die LK die Selbstständigkeit der Lernenden unter anderem durch 

schüleraktivierende Unterrichtsformen gefördert?
3. Hat die LK die unterschiedlichen Voraussetzungen und Kompetenzen der Lernenden 

berücksichtigt?
4. Hat die LK den Unterricht sinnvoll strukturiert und flexibel auf sich verändernde 

Situationen reagiert?
5. Hat die LK präzise und verständlich formuliert?
6. Ist die LK mit den Lernenden respektvoll und wertschätzend umgegangen?
7. Ist die LK überzeugend und als Vorbild aufgetreten?
8. Konnte die LK ihr didaktisches Konzept und dessen Realisierung angemessen reflektieren?



Reflexion der Stunde

1. Eigenreflexion: LiV reflektiert ihre Unterrichtsstunde
(Hilfe 

2. Positivblitzlicht: Jede LiV nennt einen Punkt (Bitte keine 
Dopplungen).

3. Beobachtungsaufträge: Jede Gruppe stellt ihre Beobachtungen vor.

4. Tipps und Fragen: LiV wählt ein bis zwei Tipps/Fragen aus, über die 
sie sprechen möchte.



Zahlbereiche: 
Fachanforderungen



Zahlenbereiche in der Grundschule

• Zahlbereichserweiterung in der Grundschule

• Fachanforderungen Mathematik SEK I

Aktivität 3



Aktivität 3
Fachanforderungen

1. Sichten Sie die Fachanforderungen der GS und 
Sek I verorten Sie die 
Zahlbereichserweiterungen.

2. Erstellen Sie für die Sek I eine Zuordnung zu 
den Jahrgängen und vergleichen Sie sie mit 
ihrem SiFC.



Zahlbereichserweiterung

• Aus der Grundschule bekannt:
  N (begrenzter Zahlenraum!)
• Klasse 6: Einführung der positiven Bruchzahlen 

 B
• Klasse 7: Einführung von Z (und Q)
• Klasse 9: Einführung von R



Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig viele Zahlen: 
Zahlbereiche erweitern –
Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik in der Schule 48, S. 1-7.



Warum Zahlbereichserweiterungen?

Struktur 1

Struktur 2

Problem x + 2 = 0

umfasst Struktur 1 löst das Problem



Bei einer Zahlbereichserweiterung bekommen die Zahlen ein 
„erweitertes Aufgabenspektrum“ und brauchen dazu „personelle 

Verstärkung“. 

Eine Zahlbereichserweiterung führt in eine veränderte 
Gedankenwelt. 

Warum Zahlbereichserweiterungen?

Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig viele Zahlen: 
Zahlbereiche erweitern –
Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik in der Schule 48, S. 1-7.



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



• Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

• Welche Veränderungen (insbesondere bei den Vorstellungen der Schülerinnen 
und Schüler) bringen die jeweilige Zahlbereichserweiterung mit sich?

• Was sind typische Schülerfehler?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Brüche

Bruchzahlen

Dezimalzahlen



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Quelle: Mühle,Jörg (2019): Zwei für mich und einer für dich, 
Kinderbuch, Moritz - Verlag

Warum muss der Zahlbereich erweitert werden?



Warum muss der Zahlenbereich erweitert werden?
Ein Beispiel

Drei Schüler teilen eine Schokolade gerecht auf.

Bisheriges Zahlenverständnis – jeder Schüler bekommt 5 Stücke und ein Stück
bleibt als Rest übrig.
Dieser Rest kann auch aufgeteilt werden, aber wie?

Bildquelle: https://rausch.de/products/handgemachte-tafel-mandel-
lebkuchen



Warum Bruchzahlen?

Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig viele Zahlen: Zahlbereiche erweitern –
Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik in der Schule 48, S. 1-7.



AkEvität 4
Einführung der Bruchzahlen

Sichten Sie Ihre Schulbücher und ihre schulinternen Fachcurricula 
(SiFC).

Wie wird das „Warum Bruchzahlen“ in ihrem Schulbuch und ihrem 
SiFC eingeführt?

Welche Zugänge halten Sie für gelungen?

Tauschen Sie sich mit Ihren Sitznachbarn darüber aus?



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? 
 Was lässt sich davon für den Unterricht nutzen, was nicht?

Wir gehen dafür genauer auf vier Konzepte nach Padberg ein!

Größenkonzept

Äquivalenzklassenkonzept

Gleichungskonzept

Operatorkonzept

Quelle:Padberg, Friedhelm (2002): Didaktik der Bruchrechnung, 
3. Auflage, Heidelberg/Berlin, Spektrum Verlag, S.17ff



AkEvität 5
Konzepte zur Behandlung der Bruchrechnung

1. Bilden Sie vier Gruppen zu den Konzepten (gern 
semesterübergreifend).

2. Erarbeiten sie als Gruppe eine 5-minütige Präsentation zum 
jeweiligen Konzept und dessen Umsetzung im MU anhand der zur 
Verfügung gestellten Texte aus Padberg (2002).

3. Gehen Sie insbesondere auch auf die Herausforderungen und die 
Grenzen der Umsetzung im Unterricht der Sek I der 
Gemeinschaftsschule ein.

Sie haben 20 Minuten Zeit



Was ist eine Bruchzahl?

Eine Bruchzahl ist:

● Eine Größe --- Größenkonzept
● Eine Äquivalenzklasse --- Äquivalenzklassenkonzept
● Die Lösung einer linearen Gleichung --- Gleichungskonzept
● Eine Funktion --- Operatorkonzept

Quelle:Padberg, Friedhelm (2002): Didaktik der Bruchrechnung, 3. 
Auflage, Heidelberg/Berlin, Spektrum Verlag, S.17



Äquivalenzklassenkonzept I



Quelle:Padberg, Friedhelm (2002): Didaktik der Bruchrechnung, 
3. Auflage, Heidelberg/Berlin, Spektrum Verlag, S.17ff

Äquivalenzklassenkonzept II



Operatorkonzept

2
3  von  6  cm

1
2  von  1

3  Torte

Vgl. Padberg, F.: DidakIk der Bruchrechnung. Heidelberg: Spektrum, 1995 (4. Aufl. 2009).



Quelle:Padberg, Friedhelm (2002): Didaktik der Bruchrechnung, 
3. Auflage, Heidelberg/Berlin, Spektrum Verlag, S.17ff

Gleichungskonzept



Größenkonzept

Quelle:Padberg, Friedhelm (2002): Didaktik der Bruchrechnung, 
3. Auflage, Heidelberg/Berlin, Spektrum Verlag, S.17ff

Ausgegangen wird von konkreten Brüchen mit Maßeinheit
à viele Anwendungen im Alltag
à Rückgriff auf Vorkenntnisse der Schüler
à Erweitern, Kürzen, Anordnung, Addition,  
• Subtraktion gut behandelbar, aber...



Größenkonzept

Vgl. Padberg, F.: Didaktik der Bruchrechnung. Heidelberg: Spektrum, 1995 (4. Aufl. 2009).



Was ist ¾ Torte � ½  Torte?

Größenkonzept



Aktivität 6
Schulbücher vergleichen

Untersuchen Sie die Schulbücher! 
Welche Konzepte sehen Sie darin (auch nur ansatzweise) 
umgesetzt?

Nennen Sie Beispiele!



l Keine Methodenreinheit

l Eine Bruchzahl kann als Größe und als Operator 

interpretiert werden.

l Zunächst Größenkonzept, dann Operatorkonzept

Verschmelzung von Größen- und Operatorkonzept



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



AkEvität 7 
Grundvorstellungen zu Bruchzahlen

Bearbeiten Sie den Arbeitsbogen „Wie stellst du dir das
Umgehen mit Brüchen vor?“ Welche Grundvorstellungen 
von Brüchen werden abgefragt/angeregt?

Wie kann der Bogen im MU eingesetzt werden? Tauschen 
Sie sich über Ihre Lösungen mit Ihrem Sitznachbarn aus.

Vertiefende Literatur:
Grundvorstellungen Malle



Quelle: Ausschnitt aus Material zu PM Heft 11 | Oktober 2006 | 48. Jg

Aktivität 7 
Grundvorstellungen zu Bruchzahlen



Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und
Rechenoperationen gibt es, wofür gibt es keine sinnstiftenden
Vorstellungen?
Wo sind die Grenzen einer sinnvollen Veranschaulichung?

Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathematik lehren Heft 123 Brüche und Verhältnisse



Aktivität 7 
Grundvorstellungen zu Bruchzahlen



Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und
Rechenoperationen gibt es, wofür gibt es keine sinnstiftenden
Vorstellungen?
Wo sind die Grenzen einer sinnvollen Veranschaulichung?

Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathemaTk lehren HeU 123 Brüche und Verhältnisse



Wichtige Grundvorstellung zum Rechnen mit Brüchen



Es gibt kein Anwenden ohne Grundvorstellungen!
Die Rolle der Grundvorstellungen an zwei Beispielen:

Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathematik lehren Heft 123 Brüche und Verhältnisse



Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathematik lehren Heft 123 Brüche und Verhältnisse



Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathematik lehren Heft 123 Brüche und Verhältnisse

Beispiel 2:



Quelle: Malle, Günther (2004): Grundvorstellungen zu Bruchzahlen; S. 
4 – 8 , mathematik lehren Heft 123 Brüche und Verhältnisse



l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen einer 
sinnvollen Veranschaulichung?

l Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

Vor dem Unterricht zu klären – in Verbindung denken



Grundvorstellungen aufbauen

EIS – Prinzip nach Bruner



Theorie der Darstellungsebenen nach Bruner

Enaktive 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch eigene Handlungen

Ikonische 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch Bilder oder Graphiken

Symbolische 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch abstrakte Zeichen



Übergänge zwischen den Darstellungsebenen

Handlung

Symbole
Zeichen

Bildliche
Darstellung

Sprache

verbalisieren

enaktivieren

iko
nisie

ren
symbolisieren



Schülertätigkeiten zum Einstieg in die Arbeit mit Brüchen



Schülertätigkeiten zum Einstieg in die Arbeit mit Brüchen



Aktivität 8 
Grundvorstellungen zu Bruchzahlen



Neu

Bruch oder Bruchzahl?

Jede Bruchzahl kann durch unendlich viele Brüche 
dargestellt werden.



Neu

Quelle: Kurzformaufgaben ESA / MSA



Neu

Die Dichtheit der Bruchzahlen

Fragestellung:
Wie viele Bruchzahlen liegen zwischen zwei 
gegebenen Bruchzahlen?



Neu

Multiplizieren macht manchmal kleiner!

Dividieren macht manchmal größer!



Neu

Quelle:Vom Hofe, Rudolf und Roth, Jürgen (2023): Grundvorstellungen 
aufbauen, Mathematik lehren Heft 236, S. 2 – 7



Geobrett

Aktivität 9 
Brüche enaktiv erfahren

1. Überlegen/Testen Sie, inwieweit das Geobrett als Material zur 
handlungsorientierten Entwicklung von Grundvorstellungen von 
Brüchen geeignet ist.

2. Entwerfen Sie eine Aufgabe zum Geobrett, in welcher die 
prozessbezogenen Kompetenzen sichtbar gefördert werden und 
laden Sie diese in Moodle hoch.

Sie haben 15 Minuten Zeit.



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



• Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

• Welche Veränderungen (insbesondere bei den Vorstellungen der Schülerinnen 
und Schüler) bringen die jeweilige Zahlbereichserweiterung mit sich?

• Was sind typische Schülerfehler?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Fehlvorstellungen



Quelle: Stein, Ulli – Erscheinungsjahr unbekannt

Was sind typische Schülerfehler? 



Was sind typische Schülerfehler? 

Quelle: Susanne Prediger (2004): Brüche bei den Brüchen – aufgreifen 
oder umschiffen? Mathematik lehren Heft 123 .S. 10-13.



Division von Brüchen
Wie oft passt…

„mit dem Kehrwert multiplizieren“ wird erkennbar und ist 
keine stumpf auswendig gelernte Regel



Was sind typische Schülerfehler? 

Schülerlösungen – Unterricht (vom Berg) - IQSH



Was sind typische Schülerfehler? 

Quelle: Ausschnitt aus vom Hofe, R. (1995). Grundvorstellungen 
mathematischer Inhalte. Heidelberg: Spektrum – Verlag S.10f



Was sind typische Schülerfehler? 

Quelle: Ausschnitt aus vom Hofe, R. (1995). Grundvorstellungen 
mathematischer Inhalte. Heidelberg: Spektrum – Verlag S.10f



Was sind typische Schülerfehler?
Gegenmaßnahmen 

Aus Prediger (2004): Brüche bei den Brüchen – aufgreifen oder 
umschiffen? – Abbildung 6 auf Seite 9,



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



• Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

• Welche Veränderungen (insbesondere bei den Vorstellungen der Schülerinnen 
und Schüler) bringen die jeweilige Zahlbereichserweiterung mit sich?

• Was sind typische Schülerfehler?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



-  Regeln sind die Methode, um Einsicht zu verhindern!“
- Arbeit mit konkreten Brüchen. Bruchstreifen und -flächen als einfaches und 

hilfreiches Mittel.
- „Was muss da vernünftigerweise etwa rauskommen?“ Erst überlegen, dann – 

notfalls – rechnen! Mathematik ist die Kunst, das Rechnen zu vermeiden.
- Mehr Überschläge statt formaler Rechnungen! Anleitung zu Überschlägen bei 

Brüchen geben.
- Wenige Aufgaben mit jeweils ausführlichem Lösungsweg und Begründungen 

für das Vorgehen.      (z.T. nach 
Prediger/Krauter)

Fazit



Noch einmal: Zahlbereichserweiterung (nach Padberg)

Neue Zahlen entdecken:

- Aufgabenspektrum der neuen Zahlen

- Darstellungsformen, Schreibweisen für Zahlen

- Ordnen und Vergleichen

- Wie können wir mit den Zahlen rechnen?

• Addition und Subtraktion

• Multiplikation und Division



Rationale Zahlen:

Ganze Zahlen



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



• Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

• Welche Veränderungen (insbesondere bei den Vorstellungen der Schülerinnen 
und Schüler) bringen die jeweilige Zahlbereichserweiterung mit sich?

• Was sind typische Schülerfehler?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Warum negative Zahlen?

Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig viele Zahlen: Zahlbereiche erweitern – Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik 
in der Schule 48, S. 1-7.



Theorie der Darstellungsebenen nach Bruner

Enaktive 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch eigene Handlungen

Ikonische 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch Bilder oder Graphiken

Symbolische 
Darstellung

Erfassen von Sachverhalten 
durch abstrakte Zeichen



Übergänge zwischen den Darstellungsebenen

Handlung

Symbole
Zeichen

Bildliche
Darstellung

Sprache

verbalisieren

enaktivieren

iko
nisie

ren
symbolisieren



Ideen zur Einführung der negativen Zahlen

1.Legosteine
2.Zahlengerade laufen
3.Treppen laufen/ auf Zahlen treten
4.Spiel zu negativen Zahlen mit Geld 



Aktivität 10 
Einführung negativer Zahlen - Gruppenpuzzle

Stammgruppe:
Bereiten Sie ihren Zugang zu den negativen Zahlen vor!
Adaptieren Sie die Materialien und führen Sie die Methode mehrmals
durch?

Notieren Sie sich Vor- und Nachteile der Herangehensweise.

Expertengruppe:
Stellen Sie Ihren Zugang zu den negativen Zahlen der Gruppe vor.
Führen Sie die Methode beispielhaft durch!

Tauschen Sie sich über die Methode (Vor- und Nachteile) aus!



Die Anzahl der weißen Legosteine ist eine positive 
ganze Zahl. Die Anzahl der roten Legosteine ist eine 
negative ganze Zahl.

 Bei der Addition und Subtraktion ganzer Zahlen können 
acht verschiedene Fälle auftreten. Veranschaulichen Sie 
möglichst viele dieser Fälle mit weißen und roten 
Legosteinen.

 Arbeiten Sie in Gruppen. 
Sie haben 20 Minuten Zeit.

Aktivität 10a 
Legosteine

1. Legosteine



Aktivität 10a
Legosteine

• Anzahlen von weißen und roten Legosteinen als positive und 
negative Zahlen; die Null als Summe von Zahl und Gegenzahl

• Vorwärts und rückwärts Gehen auf dem Zahlenstrahl mit 
Blickrichtung nach rechts bzw. nach links; Abzählen der Schritte

• Zwei Lineale bzw. Geodreiecke als Rechenschieber mit linearen 
Skalen; Addition und Subtraktion werden so ausgeführt wie beim 
historischen Rechenschieber Multiplikation und Division mit 
logarithmischen Skalen

1. Legosteine
Einführung von Addition und Subtraktion in Z



Aktivität 10b 
Zahlengerade laufen

Rechenzeichen:
+ heißt
„schaue in die positive Richtung“

Vorzeichen:
3 = (+3) heißt
„gehe vorwärts“

– heißt
„schaue in die negative Richtung“

(– 3) heißt
„gehe rückwärts“

2. Zahlengerade laufen



Aktivität 10b
Zahlengerade laufen

2. Zahlengerade laufen

Addition und Subtraktion



Aktivität 10b
Zahlengerade laufen

2. Zahlengerade laufen - Spielen: „Hin und Her“



Aktivität 10c 
Treppen laufen/ auf Zahlen treten

aus: mathematik, Heft 33, 2015

3. Treppen laufen/ auf Zahlen treten



Aktivität 10d 
Spiel zu negativen Zahlen mit Geld

4. Guthaben und Schulden



Ideen zur Einführung der rationalen Zahlen
Lösungsidee:

1. Trennung zwischen Vorzeichen, Rechenzeichen und Verkürzungen: was bedeuten diese? 

2. Treppe und Zahlenstrahl sind Vorstufen, man braucht Mengenvorstellung zum Rechnen
3. Vorgehensweise muss sein: zuerst Objekt, dann Verknüpfung, erst dann Kurzschreibweise 

(Erinnerung an Kosima / EIS)

4. Alle arbeiten ohne Beträge

Lego

• +- und -+ sind unterschiedliche Dinge und bei hier kommt gleiches raus 2+(-3) und 2-(+3)

• abgeben von 2 Minuspunkten ist dasselbe wie dazu von zwei Pluspunkten
• tolle Trennung zwischen Vor- und Rechenzeichen: 3W-2R

Treppenlaufen und Hin und Her am Zahlenstrahl
• Zustand + Veränderung = Zustandsveränderung

Aber:

Probleme beim Multiplizieren und Dividieren! - Daher Permanenzprinzip nötig; denn es gibt 
keine Anwendung im Alltag. Das ist aber legitim. (Mathematischen Prinzip)



Multiplikation: (-a)•(-b)

Verschiedene Zugänge zu den Vorzeichenregeln bei der 
Multiplikation:

Verwendung des Permanenzprinzips
  - unter Verwendung des Distributivgesetzes
  - unter Verwendung von „Gleichungsketten“

Verwendung des Vektormodells (OS)
 (zentrische Streckung, orientiert, eindimensional auf dem
  Zahlenstrahl)



Vorzeichenregel mit Distributivgesetz

0 = (-3) ·      0 
   = (-3) · (5 + (-5)) 
   = (-3) · 5  + (-3) · (-5)

(-3) · (-5) = - [(-3) · 5]
                 = - [-15]
                 =       15



Vorzeichenregel mit Gleichungsketten

3 · 5 =  15      3 · (-5) =  -15  
    2 · 5 =  10      2 · (-5) =  -10
    1 · 5 =    5      1 · (-5) =    -5
    0 · 5 =    0     0  · (-5) =     0
(-1) · 5 =   -5  (-1)  · (-5) =     5
(-2) · 5 = -10  (-2)  · (-5) =   10 
    



Typische Schülerfehler – Addition und Subtraktion

Was sind typische Schülerfehler? 

Betrachten Sie die Fehler:

Wie kommen diese zustande?

Welche Maßnahmen (Erklärungen, Ergänzungen und Beispiele) ergreifen Sie in
ihrem Unterricht, um diese Fehler aufzudecken bzw. als Lernanlässe zu
übernehmen?



Was sind typische Schülerfehler? 

Betrachten Sie die Fehler:

Wie kommen diese zustande?

Welche Maßnahmen (Erklärungen, Ergänzungen und Beispiele) ergreifen Sie in
ihrem Unterricht, um diese Fehler aufzudecken bzw. als Lernanlässe zu
übernehmen?



Reelle Zahlen



l Warum ist die angestrebte Zahlbereichserweiterung notwendig?
   (fachliche Motivation - Motivation der Schüler)

l Wie wird diese in der Fachwissenschaft durchgeführt? Was lässt sich davon 
für den Unterricht nutzen, was nicht?

l Welche sinnstiftenden Vorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen gibt 
es, wofür gibt es keine sinnstiftenden Vorstellungen? Wo sind die Grenzen 
einer sinnvollen Veranschaulichung?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



• Wie rechnet man mit den neuen Zahlen? Wie erweitert man die Regeln für die 
Grundrechenarten so, dass man in dem erweiterten Zahlbereich rechnen kann?

• Welche Veränderungen (insbesondere bei den Vorstellungen der Schülerinnen 
und Schüler) bringen die jeweilige Zahlbereichserweiterung mit sich?

• Was sind typische Schülerfehler?

Vor dem Unterricht zu klären – 6 Fragen



Was eine reelle Zahl?

Überlegen Sie kurz:

Wie beantworten Sie diese Frage heute und wie 
im Unterricht?



Was ist eine reelle Zahl? I

Eine Zahl, deren Dezimalentwicklung 
unendlich und nicht-periodisch ist, heißt 
irrationale Zahl.



Alle inneren Zahlen von Intervallschach-
telungen bilden die Menge der reellen Zahlen.

 (Jede rationale und jede irrationale Zahl kann 
man durch eine Intervall-schachtelung 
eindeutig festlegen.)

Was ist eine reelle Zahl? II



Alle Zahlen, die Punkte auf der Zahlengeraden 
bezeichnen, fasst man als reelle Zahlen auf.
Die reellen Zahlen, die keine rationalen Zahlen 
sind, schließen die Lücken auf der rationalen 
Zahlengerade. Man nennt sie irrationale Zahlen.

Was ist eine reelle Zahl? III



Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig 
viele Zahlen: Zahlbereiche erweitern –
Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik in der Schule 48, S. 
1-7.

Warum reelle Zahlen?



Einstiegsfragestellungen
l Bestimme alle Zahlen, deren Quadrat 2 ist.
l Problem der Quadratverdopplung
l Bestimme die Länge der Diagonale im 

Einheitsquadrat
l Bestimmung von Fallzeiten beim freien Fall 
l Oberflächeninhalt von Würfeln
l Schwingungsdauer eines Pendels
l ...

Die reellen Zahlen



Die Quadratverdopplung

Vier gelbe und vier graue Plättchen sind jeweils zu einem Quadrat gelegt. 

Aus allen 8 Plättchen soll ein neues Quadrat gelegt werden. 

Ergänze die grauen Plättchen so am gelben Quadrat, dass ein großes 

Quadrat entsteht. 



Die Quadratverdopplung

v v v v
v v



Die Quadratverdopplung

v v v v

v v

Welche Vermutung können SuS nach diesen 
Tätigkeiten formulieren?



Konstruierbare Längen ohne Maßzahlen

 Näherungsweises Bestimmen durch 
Intervallschachtelungen

  Zehnteilungsverfahren
  Halbierungsverfahren
  Heron-Verfahren



Quelle: Hefendehl-Hebeke, Lisa und Prediger, Susanne (2006): Unzählig viele Zahlen: 
Zahlbereiche erweitern –
Zahlvorstellungen wandeln ; Praxis der Mathematik in der Schule 48, S. 1-7.



Feedback

1. Folgendes will ich im Unterricht ausprobieren…

2. Das war für mich neu…

3. Das war für mich die zentrale Botschaft…

4. Das kam für mich heute zu kurz…



Feedback



Ausblick 
Das nächste Modul zum Thema: 

„Funktionaler Zusammenhang – Darstellungen 
verwenden“ 

findet am 12.11.2025 
bei __________________

statt.



Gute Heimfahrt!
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