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Grundvorstellungen

aufbauen

Was sind Grundvorstellungen? Welche Rolle
spielen sie beim Lernen von Mathematik?

Und wie kann man die Entstehung und Ent-
wicklung von Grundvorstellungen fordern?

Auf diese Fragen geben wir eine Antwort und er-
klaren zunichst, was man im Allgemeinen unter
Grundvorstellungen versteht. Dabei handelt es sich
nicht um statische Vorstellungsbilder, sondern um
ein lebendiges System, das mit fortschreitendem
Kompetenzaufbau erweitert und vernetzt wird. An-
hand von Beispielen zeigen wir, wie sich Grundvor-
stellungen vom Beginn der Schulzeit bis in die Se-
kundarstufe hinein entwickeln.

Das Lernen besser verstehen

Wie spielt man Volleyball?

Betrachten wir Jugendliche, die Beachvolleyball
spielen (Abb. 1). Wie machen die das? Woher wis-
sen sie, wie sie die Hand halten miissen, wie hoch
sie springen und wie sie ihren Korper strecken miis-
sen? Natiirlich hat dies viel mit Ubung zu tun und
mit Wissen und Erfahrung, die im Langzeitgedacht-
nis gespeichert sind. Doch wie? Merkt man sich ,,fo-
tografisch” Spielsituationen, um sie spiter wieder
abzurufen? Oder merkt man sich einzelne Bewe-
gungsabldufe und ihre Kombinationen?

Aus der Sportpsychologie wissen wir, dass Be-
wegungsabldufe durch Bewegungsvorstellungen ge-
steuert werden. Komplexe Bewegungsabliufe set-
zen sich aus Einzelbewegungen zusammen, die - je
nach Situation - flexibel koordiniert werden kon-
nen. Diesen Einzelbewegungen entsprechen moto-
rischen Elementarvorstellungen. Diese sind im Lang-
zeitgeddchtnis gespeichert und kénnen - je nach
Situation - kombiniert und als Komplex abgerufen
werden (s. Schack u. a. 2020).

Und wie ist das beim Mathematiklernen?
Im Gegensatz zum Volleyball hat man bei der Ma-
thematik mehr Zeit zum Uberlegen (Abb. 2). Aber
woher weill man, wie man eine Aufgabe angeht, ob
Addieren oder Multiplizieren, ob eine lineare oder
eine quadratische Funktion passend ist?

Wie wir aus vielen Untersuchungen wissen, ist
auch mathematisches Denken und Handeln im-
mer mit Vorstellungen verbunden, die bewusst oder

unbewusst wirksam sind. Diese Vorstellungen sind
ebenfalls im Langzeitgedidchtnis gespeichert und
vernetzt. Oft miissen mehrere Vorstellungen aktiviert
und koordiniert werden, um eine Aufgabe zu bewal-
tigen. Diese Vorstellungen konnen fiir die Losung
zielfithrend sein - aber auch Fehler verursachen.

Tragfahige mathematische Vorstellungen nen-
nen wir Grundvorstellungen; abgekiirzt GV.

(vom Hofe/Blum 2016)

Die Bedeutung von Grundvorstellungen wird beson-
ders deutlich, wenn wir ihre Rolle im Modellierungs-
prozess betrachten (s. Blum/Leiss 2005). Fiir die wich-
tige Ubersetzung zwischen Realitit und Mathematik
(in Abb. 3 an den Stellen 2 und 4) sind Grundvorstel-
lungen erforderlich. Ist etwa eine Situation mit ei-
nem linearen Wachstum gegeben, brauche ich ei-
ne Vorstellung davon, mit welchen mathematischen
Mitteln man dieses Wachstum darstellen kann. Wel-
che Funktionen sind dafiir geeignet und welche
nicht? Fehlen solche Vorstellungen, stehen sich Rea-
litat und Mathematik beziehungslos gegeniiber.

Bei vielen Lernenden ist dies tatséchlich der
Fall: Sie konnen sich gut in realen Kontexten bewe-
gen, haben aber keine Ahnung, wie sie diese in Ma-
thematik {ibersetzen konnen. Aber auch das Gegen-
teil kommt haufig vor: Lernende kdnnen gut rech-
nen, wissen aber nicht, was ihre Rechnungen fiir
Anwendungssituationen bedeuten. Und auch in-
nerhalb der Mathematik (in Abb. 3 an Stelle 3) sind
Grundvorstellungen erforderlich, wenn etwa zwi-
schen Geometrie und Algebra ilibersetzt werden
muss und eine graphisch dargestellte lineare Stei-
gung mit einem Term auszudriicken ist.

Wie entstehen Grundvorstellungen?

Basis fiir die Entwicklung von Grundvorstellungen
sind mathematische Handlungserfahrungen. Diese
entwickeln sich iiber Prozesse der Verinnerlichung
zu Handlungsmustern. Die Ausprigung von Grund-
vorstellungen hingt ab vom Umfang der entspre-
chenden Handlungserfahrungen und von der Héu-
figkeit ihrer Aktivierung. Dabei lassen sich zwei Ar-
ten von Grundvorstellungen unterscheiden:
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Abb. 1: Bewegungsablaufe setzen sich aus Einzelbewegungen
(motorischen Elementarvorstellungen) zusammen.
Diese werden im Langzeitgedachtnis gespeichert.

« Primdre Grundvorstellungen haben ihren Ur-
sprung in Handlungen mit realen Objekten; zum
Beispiel ,,Hinzufiigen“ (als GV der Addition) oder
»Wegnehmen“ (als GV der Subtraktion). Diese
Grundvorstellungen entwickeln sich schon lan-
ge vor der Schulzeit, z.B. aus dem spielerischen
Umgang mit Spielsteinen, Apfeln, Geld usw.

 Sekunddre Grundvorstellungen entwickeln sich im
Unterricht und basieren auf dem Umgang mit
mathematischen Objekten wie Termen, Glei-
chungen oder Funktionen. Ein Beispiel ist das
mentale Bewegen im Koordinatensystem, wenn man
in Gedanken die x-Achse durchlduft und die da-
von abhingige Anderung des Funktionswerts be-
trachtet. Dies entspricht der , Kovariation“ als ei-
ner der wichtigen Grundvorstellungen fiir funkti-
onales Denken.

Welche Rolle spielen Grundvorstellun-
gen im Mathematikunterricht?

Wie wir wissen, ist Lernen ein individueller und
konstruktiver Prozess, der sich durch guten Unter-
richt unterstiitzen, aber nicht bis ins letzte Detail
steuern lasst. Mathematische Begriffe und Verfah-
ren kdnnen nicht einfach in das Denken der Schii-
lerinnen und Schiiler transferiert werden, sondern
miissen iiber sinnvolle Erkundungen und Erkldrun-
gen, Ubungen und Anwendungen erworben wer-
den. Dabei entspricht das, was gelernt wird, nicht
immer dem, was Lehrende vermitteln méchten.
Ebenso ist es mit den Grundvorstellungen, welche
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Abb. 2: Mathematisches Denken und Handeln beruht auf Vorstellungen, die eben-
falls im Langzeitgedachtnis gespeichert und vernetzt sind.

wir vermitteln mochten, und den Vorstellungen, die
sich bei den Lernenden tatsdchlich ausbilden.

Insofern ist es sinnvoll zu unterscheiden, ob
man von Grundvorstellungen im normativen oder
im deskriptiven Sinne spricht:

Normativ formulierte Grundvorstellungen
sind didaktische Leitlinien, die Deutungsmog-
lichkeiten eines mathematischen Inhalts oder
Verfahrens beschreiben.

Deskriptiv ermittelte Schiilervorstellungen
geben Aufschluss tiber die individuellen Vorstel-
lungen und Erklarungsmodelle, die Lernende tat-
sachlich haben; diese weichen mehr oder weni-
ger von den intendierten Grundvorstellungen ab.
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Abb. 3: Grundvorstellungen sind besonders wichtig bei der Ubersetzung zwischen
Realitat und Mathematik, d. h. an den Stellen 2 und 4.



Abb. 4: Unter-
richtliche Schritte
(links) und indivi-
duelle Lernschrit-

te (rechts) im
Zusammenspiel

Im Idealfall entwickeln sich aus den vom Unter-
richt intendierten (normativen) Grundvorstellun-
gen auch entsprechende tragfdhige Vorstellungen
der Lernenden.

Abb. 4 zeigt die Unterrichtsschritte und die in-
dividuellen Lernschritte in ihrem Zusammenspiel:
Am Beginn steht die Uberlegung, welche Grundvor-
stellungen fiir die Vermittlung bestimmter Inhalte
oder Verfahren sinnvoll sind. Daraus folgt die Ent-
wicklung geeigneter Lernkontexte als Verstehensan-
ker, die das Vorwissen der Lernenden aktivieren und
zum neuen Inhalt fithren. So konnen die Lernenden
den Lernkontext erfassen, tragfihige Grundvorstel-
lungen aufbauen und nach entsprechenden Ubungs-
und Anwendungsphasen den Begriff bzw. das Ver-
fahren verstehen. In diesem Sinne kann man sagen:

Grundvorstellungen

sind anschauliche Deutungen eines mathe-
matischen Begriffs, die diesem Sinn geben
und Verstandnis ermoglichen.

Die Entwicklung von Grundvorstellungen erstreckt
sich vom Kindergarten bis zur gymnasialen Ober-
stufe und dariiber hinaus. Dementsprechend gibt es
Grundvorstellungen von verschiedener Komplexitit,
die wir im Folgenden exemplarisch aufzeigen moch-
ten. Wir betrachten zunéchst elementare Grundvor-
stellungen am Beispiel des Ubergangs vom Rechnen
mit natiirlichen Zahlen zur Bruchrechnung.

Elementare Grundvorstellungen
von natiirlichen Zahlen und Briichen

Addieren - in verschiedenen Situationen

Die Addition ist die erste Grundrechenart. Abb. 5
gibt einen Uberblick iiber die fiir die Addition rele-
vanten Grundvorstellungen (als Wurzeln) und ihre

Anwendungssituationen (als dariiber liegende Aste).
Beginnen wir mit der ersten Sachsituation von links:
Lilly hat 3€, ihre Mutter gibt ihr 4€ hinzu. Wie viel
Euro hat Lilly insgesamt? Die Situation entspricht
der Vorstellung des Hinzufiigens: Die Ausgangssitu-
ation ist ein Zustand, dann erfolgt eine Anderung,
das Ergebnis ist wieder ein Zustand. Wir haben die
Struktur Zustand-Anderung-Zustand, kurz Z-A-Z.

Lilly bekommt von Onkel Kevin 3€ und von Tan-
te Chantal 4€ ... Hier haben wir die Struktur Ande-
rung-Anderung-Anderung, zwei Anderungen wer-
den zu einer Gesamtinderung zusammengefasst.

Lilly hat 3€, Marc hat 4€. Wie viel Euro haben
sie zusammen? Hier passiert nichts, es ist eine stati-
sche Situation. Man stellt sich nur vor, wie viel beide
zusammen haben. Diese Vorstellung ist abstrakter
als die ersten beiden und entspricht der mengenthe-
oretischen Vereinigung.

Lilly hat von ihrem Taschengeld 4 € ausgegeben,
jetzt hat sie noch 3€. Wie viel hatte sie vorher? Dies
ist fiir Lernende die schwierigste Situation, weil die
Oberflachenstruktur des Textes eine Subtraktion
darstellt, die Tiefenstruktur der Aufgabe jedoch ei-
ne Addition erfordert. Es handelt sich um eine Um-
kehraufgabe, die Riickwartsrechnen erfordert.

Subtrahieren - in verschiedenen Situationen

Nun zur Subtraktion (Abb. 6). Hier haben wir die Vor-
stellung des Wegnehmens und die Struktur Z-A-Z.
Bei den nichsten zwei Beispielen geht es um den
Vergleich von Anderungen und Zustinden. Bei der
Situation A-A-A geht es um den Unterschied zwei-
er Anderungen. Bei der Situation Z-Z-Z wird nichts
weggenommen, es ist eine statische Situation des
Vergleichs. Bei der letzten Situation handelt es sich
wieder um die Umkehraufgabe; dem entspricht die
Vorstellung des Ergdnzens, die manchen schwerfallt,
fiir das Rechnen jedoch wichtig ist.

Multiplizieren und Dividieren
Betrachten wir noch kurz Multiplikation und Di-
vision. Die wichtigste Grundvorstellung des

Individuum: subjektive Erfahrungsbereiche,
Handlungsvorstellungen, Erklarungsmodelle

aktivieren f ‘ erfassen
Lernkontext
didaktisch
umsetzen f ‘ aufbauen
Grundvorstellung
inhaltlich bestimmen verstehen

1

4

Mathematik: Begriffe, Verfahren, Resultate
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Grundvorstellungen

Ein Rickgriff auf vorangegangene Unterrichtsinhalte
kann nur bei nachhaltigem Arbeiten erfolgreich sein.
Geeignete Lernumgebungen veranlassen Schilerinnen
und Schiiler, reflektiert Basiswissen abzurufen. Eigen-
standig und zielgerichtet gelingt ihnen dies eher, wenn
im vorangegangenen Unterricht der Aufbau tragfahiger
Grundvorstellungen Prioritat hatte. Beispielsweise ist in
der Leitidee Zahl und Operation eine verstehensorien-
tierte Vorgehensweise bei Zahlbereichserweiterungen
zwingend, damit die Bedeutung der Zahlen und der
Rechenoperationen gedanklich durchdrungen werden
kann. Ein Uberwiegend an Rechenverfahren orientiertes
Vorgehen ist demgegenuber duBerst anfallig fir Fehl-
vorstellungen, Verwechslungen und Vergessen. In der
Algebra zum Beispiel ist die Interpretation von Varia-
blen und Termen eine notwendige Voraussetzung fur

eine Einsicht in das formale Rechnen.

Grundvorstellungen in den
Fachanforderungen
(S.17)

Fachanforderungen
Mathematik

Allgemeinbildende Schulen

Schleswig-Holstein. Der echte Norden.
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——— A —
l In vier Phasen vom konkreten zum gedanklichen Darstellen
B — FI AR S|
Phase | Aufgaben des Schiilers ‘ Aufgaben der Lehrkraft
1 Handeln am geeigneten Material Auswahl eines geeigneten Materials und Klarung
der Konventionen. Die Schulerhandlung wird
Der Schiler benutzt das Material und beschreibt beobachtet und bewertet, ob sie so durchgefihrt wird,
die mathematische Bedeutung der Handlung. dass sie spater auch ,im Kopf* vorgenommen werden
kann. Aufforderung zur Versprachlichung der
Zentral: Versprachlichen der Handlung und der Handlung.
mathematischen Symbole. ‘
2 Beschreiben der Handlung mit Sicht auf das Material Einsatz des in Phase 1 gemeinsam erarbeiteten
j Handlungsvokabulars. Thematisierung von
Der Schuler handelt nicht mehr selbst, sondern diktiert | Missverstandnissen und Unklarheiten.
einem Partner die Handlung. Dieser fuhrt die Handlung
aus. Der Schiiler kontrolliert den Handlungsprozess
durch Beobachtung.
B 3 \ Beschreiben der Handlung ohne Sicht auf das Material Einsatz des in Phase 1 erarbeiteten und in Phase 2 ‘
| (Sichtschirm) gefestigten Handlungsvokabulars. Operieren auf der
symbolischen und vorgestellten Handlungsebene. ‘
; Der Schuler beschreibt die Handlung und stellt sie sich Nicht vorschnell auf der rein symbolischen Ebene
‘ | am Material vor. arbeiten, Bezug nehmen auf die hinter dem Sichtschirm
durchzufihrende Handlung. .
4 Arbeiten auf symbolischer Ebene, Ofters einen Riickbezug auf Phase 3 herstellen und
l Uben und Automatisieren Fragen stellen wie ,Was musste mit einem Rechteck |
machen, um 2 + ; zu rechnen?*. Damit wird eine
‘ Der Schiler bearbeitet die Aufgaben ganz ohne Material. | vorschnelle Verselbststandigung der symbolischen

Gegebenenfalls wird die entsprechende Handlung in der | Ebene vermieden.
Vorstellung aktiviert.

Tab. 2: In vier Phasen den Aufbau von Grundvorstellungen unterstutzen
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Der Aufbau von Grundvorstellungen

Der Aufbau von Grundvorstellungen wird tiber vier Phasen umgesetzt:

Phase (1): Das Kind handelt am geeigneten Material und versprachlicht
diese Handlung — auch auf mathematischer Symbolebene.

Phase (2): Das Kind diktiert der Lehrkraft die Handlung am Material und
kontrolliert, wie diese nach seinen Anweisungen durchgefiihrt wird.

Phase (3): Wie bei (2), nur dass die Handlung der Lehrkraft hinter einem
Sichtschirm durchgefiihrt wird und das Kind gezwungen wird, sich nicht
nur die Handlung vorzustellen, sondern diese auch so zu formulieren, dass
sie tatsdchlich durchgefiihrt werden kann.

Phase (4): Uben und Automatisieren auf symbolischer Ebene, ggf. Akti-
vierung der Handlung in der Vorstellung.

Vgl. Wartha, Sebastian

Hinweis —
Schilerinnen und
Schiler bringen
Vorstellungen mit!

Nicht alle Phasen
mussen/werden
durchlaufen — ein
flexibles Wechseln ist
moglich.
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Die Leitfragen und Beobachtungsschwerpunkte in den Phasen bei der For-
derarbeit sind:

Phase (1): Beobachtung und Bewertung der Schiilerhandlung mit Hinblick
auf die mentale Fortsetzbarkeit. Hierbei findet die Thematisierung und Er-
arbeitung eines gemeinsamen Vokabulars statt.

Phase (2): Nutzung des gemeinsamen Handlungsvokabulars und Themati-
sierung von Missverstdndnissen und Unklarheiten.

Phase (3): Aktivierung mentaler Handlungen durch ein gemeinsames Vo-
kabular und eines ,,inneren Bildes* der Operationen. Dabei1 wird bertick-
sichtigt, dass immer noch auf verschiedenen Darstellungsebenen operiert
und die Handlungsebene nicht vorschnell verlassen wird, indem auf die
hinter dem Sichtschirm tatsdchlich durchgefiihrte Handlung fokussiert
wird.

Phase (4): Es wird immer wieder der Riickbezug zu Phase (3) hergestellt,
um eine Verselbststandigung der symbolischen Ebene zu vermeiden.

Vgl. Wartha, Sebastian
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~ Marco Bettner

wy

#»A!

~ Jerome Bruner

Ein mathematischer Sachverhalt kann nach J. Bruner auf drei
verschiedene Arten dargestellt werden

enaktiv, d.h. handelnd
ikonisch, d.h. bildlich
symbolisch, d.h. verbal oder formal




Uberginge zwischen den Darstellungsebenen

verbalisieren

enaktivieren

~ Symbole

Zeichen




Grundvorstellungen beim Erlernen von
Mathematik
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des Ministeriums fiir Bildung,
mathe.s e o
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