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anschaulich vorstellen soll. Bei der Kleinerrelation und bei den Re-
chenoperationen bietet eine Parallelbehandlung den Vorteil, daB so
den Schiilern klar wird, da gemeine Briiche und Dezimalbriiche nur
zwel verschiedene Schreibweisen fiir dieselben mathematischen Objek-
te sind. Bei der in der BR Deutschland weit verbreiteten getrennten
Nacheinanderbehandlung besteht namlich die groBe Gefahr, daff die
Schiiler die gemeinen Briiche und die Dezimalbriiche fiir zwei ver-
schiedene Arten von Zahlen halten. Ein Beginn jeweils mit gemeinen
Briichen erméglicht eine einheitliche Begriindung der Rechenregeln fiir
Dezimalbriiche durch Riickgriff auf die entsprechenden Rechenregeln
fiir gemeine Briiche. Wihrend bei der Addition und Subtraktion auch
ein Beginn mit Dezimalbriichen fiir uns gut vorstellbar ist, ist bei der
Multiplikation und Division nach unserer Einschétzung ein Beginn mit
gemeinen Briichen gerade auch unter dem Gesichtspunkt einer Vermei-
dung typischer Schiilerfehler (vgl. 1.3 und V. ) unbedingt notwendig.
Allerdings sollte man generell bei der Bruchrechnung kompliziertere
oder aufwendige Rechnungen mit gemeinen Briichen vermeiden. Das
Ziel ist namlich eine anschaulich fundierte Einfiihrung der Bruchzahlen
sowie eine einsichtig begriindete und gut verstandene Beherrschung der
Rechenoperationen mit einfachen gemeinen Briichen, um so fundier-
te Grundlagen fiir eine-Behandlung der im téglichen Leben fast aus—
schliefilich eingesetzten Dezimalbriiche zur Verfiigung zu haben und um
so auch gut gerlistet zu sein fiir die verschiedenen (schul)mathemati-
schen Gebiete, in denen die Kenntnis gemeiner Briiche erforderlich ist
(vgl. 2.). ‘
Ein Blick in das Ausland zeigt, dafi dort die Bruchrechnung vielfach
auf mehrere Jahre verteilt wird, wahrend in der BR Deutschland eine
starke Massierung auf das 6. Schuljahr feststellbar ist. Eine Verteilung
auf die 5. und 6. Klasse — im Hauptschulbereich auf die Klassen 5
bis 7 — ist auch bei uns unbedingt erstrebenswert, wobei schon in der
Grundschule erste anschauliche Vorarbeiten erfolgen sollten (vgl. 1.).
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I. KONZEPTE ZUR, BEHAND
NUNG

Auf die Frage: Was ist eine Br
folgenden Antworten geben:
Eine Bruchzah] ist:

— Eine Gré8e

— Eine Aquivalenzklasée

— Die Lésung einer linearen Gleichung
— Eine Funktion (Operator)

uchzahl, kann map insbesondere die

Ein weiterer Ansatz, nimlich Bruchzah]-
zusetzen, fiihrt beim Erweitern/Kiirzen u
vollen Ergebnissen, ist allerdings schon
brauchbar und verursacht dort leicht ty
4.4). Wir unterscheiden daher idealtypis

— Das GroBenkonzept

— Das Aquivalenzklassenkonzept

~ Das Gleichungskonzept

— Das Operatorkonzept.

und Verhdlinisbegriff gleich-
nd bei der Ordnung zu sinn-
bei der Addition nicht mehr
pische Schiilerfehler (vgl. I1II.
ch folgende vier Konzepte:

1. DAS GR@SSENKONZEPT

Zu einer ieste“ (;I()Be alS Bez ugSgIOBe, gellanllt ,,das Ga.ﬂze Odel ,,dle

Einheit (schlechthin)*. Die Bruchzahl % ist also hierbei eine GréBe

namllch dle Grb'ﬁe —E enn il' d i i i
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; ( )) w w le Emhelt mit F bezelchnen (Vgl
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kann man die Multiplikation — und auch die Division — nicht mehr
generell im Sinne dieses Konzepts einfithren, werden hier also Gren-
zen dieser Konzeption sichtbar. Bei einer ausschlieflichen Deutung der
Bruchzahlen als GréBen wird namlich - hierauf macht Kirsch (1975)
zu Recht aufmerksam - ein ,natiirlicher Zugang® zur Einfithrung der
Multiplikation von Bruchzahlen verbaut, da ,fiir GréBen (ein und der-
selben Art) in natiirlicher Weise keine Multiplikation erklirt werden
kann“ (Kirsch (1975)). Bezeichnen wir — um die Problematik deutlich
zu machen — die Einheit etwa mit , Torte“, so sehen wir unmittelbar:
Im Gegensatz zur Addition (1 Torte +3 Torte) und Subtraktion (2
Torte —3 Torte) sind Produkte von Bruchzahlen bei diesem Ansats
im allgemeinen sinnlos, wie der Ausdruck ,,% Torte mal % Torte* ein-
leuchtend belegt. Daher ist an dieser Stelle beim Groflenkonzept das
Prinzip der Methodenreinheit nicht durchzuhalten. Es ist vielmehr eine
Umdeutung erforderlich, etwa im Sinne des Operatorkonzepts (vgl. 4.).
Statt des sinnlosen Ausdrucks ,,% Torte mal % Torte untersucht man
beispielsweise ,,% von % Torte und gibt so dem Produkt einen Sinn.
Hierbei werden aber offensichtlich die beiden Bruchzahlen im Produkt
unterschiedlich behandelt. Wahrend die Bruchzahl im zweiten Faktor
unverandert als Grofle gedeutet wird, erfolgt beim ersten Faktor eine
Umdeutung. Die Bruchzahl wird hier als Operator gedeutet,.

Bei einer Einfithrung der Division als Umkehroperation der Multipli-
kation gelten offenbar auch hier die bei der Multiplikation genannten
Probleme. Fithrt man die Division eigenstdndig im Sinne des Mes-
sens bzw. Enthaltenseins ein (Beispiel: 2 3 bedeutet: Wie oft ist i
in % enthalten?), so treten spitestens, wenn der Divisor grofler ist als
der Dividend, Schwierigkeiten bei den anschaulichen Vorstellungen auf.
Ferner ist das Ergebnis offenbar keine GroBe, also kéine Bruchzahl im
Sinne dieses Konzepts. Unter dem Gesichtspunkt der Methodenreinheit
treten auch bei den beiden Sonderfillen ,natiirliche Zahl mal Bruch®

und ,Bruch durch natiirliche Zahl“ Schwierigkeiten auf.

2. DAS AQUIVALENZKLASSENKONZEPT

Bei diesem Konzept definiert man zunichst in der Menge der gebrd—
neten Paare (a,b) natiirlicher Zahlen eine Relation ,~* durch

A R R,
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(2,8) ~ (¢,d) genau dann, wenna-d= .,

D. R «
lese elatlon P ISt l‘eﬂeXI Vv y Symine tIlSCh und tI allsltl \4 ) alSO €ine

;}quwalenzrelation, und bewirkt daher in der Menge der geordneten

' azre nat.url'xcher Zahlen eine Klasseneinteilung Die Aquivalenzklasse

In der beispielsweise (3,4) liegt, bezeichnen wir mit 3« Bei diesem)
))4 .

Konzept ist also dje Bruchzah) % die Aquivalenzklasse

3 _
Y —'{(a,b) la,b € Nund 3.5 = 4 -a} bzw. die
Aquivalenzklagse T={(a,b)abeN und m.§ =

Schreiben wir dje so definierte Bruchzah} 2
schreibweise, so erhalten wir: !

1=16,9,(6,8),(9,12), (12,16), ., }.

Da neben (3,4) beispielsweise a l
Da 1 , uch (6,8) oder (19 16) i
Aquivalenzklasse liegen, kénnen wir diese A o derelben

mit € aych it & 12 i
2 etwa mit g und 1& bezeichnen. Man bezeichnet diese Ele-

r"nenf;e auch als Reprisentanien der Aq}livalenzklasse, Zwischen de
Aquivalenzklassen (Bruchzahlen) definieren wi .

tanten eine Addition und Multiplikation dy i
m -

=242 . mgdnp oL.p. .. mp

= 75 na bzw, e s e b= “ bedeutet »definito-

o
g p p 1

Bruchzah] 2 die
n-a},

in aufzihlender Mengen-

quivalenzklasse daher statt

schulmathematik.
a man die rationalen Zahlen sofort
tiven rationalen Zahlen (Bruchzah-
n, bei denen die zweite Komponente

Allerdings betrachtet man hier - d
nsgesamt und nicht nur dje posi
len) einfiihrt — Paare ganzer Zahle
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von Null verschieden ist. Dieser Weg bietet im Hochschulbereich den
Vorteil, dal man so zur Einfiihrung der rationalen Zahlen nur auf die
ganzen Zahlen und ihre Rechengesetze zuriickgreifen muB. Insbeson-
dere in den fiinfziger Jahren und Anfang der sechziger Jahre wurde mit
dem Argument der Wissenschaﬂsorienlierung des Unterrichts fiir die
Benutzung dieses Wegs im Mathematikunterricht der 6. Klasse etwa
folgendermaBen geworben: »Ich habe die Bruchrechnung der Schule nie
verstanden. Erst in den Vorlesungen zum Aufbau des Zahlensystems
der Universitit ist mir klargeworden, worum es geht. Man solite doch
den ganzen unmathematischen Kram [‘Pfannkuchenmethode bzw. Tor-
tenmethode’] lassen und sich gefdlligst an dem iiblichen Standard der
Hochschulmathematik orientieren® (zitiert nach Griesel (1981 a)).

Der vorstehend skizzierte Weg weist bei einer Behandlung im Unter-
richt der 6. Klasse jedoch offenkundig schwerwiegende Nachieile auf:

— Sowohl die Definition der Bruchzahlen wie auch die der Rechen-
operationen erfolgen fiir die Schiiler v6llig unmotiviert und rein
formal. Die Genese der Begriffe und Definitionen wird vollig un-
terschlagen.

~ Es gelingt kaum, Schiilern eine anschauliche Vorstellung von den

Bruchzahlen und besonders von den Verkniipfungen zu vermitteln
(vgl. auch Klika/Wolpers (1978)).

~ An das Vorwissen der Schiiler wird nicht angekniipft.

— Die Einfithrung der Addition wirkt kiinstlich. Eine komponenten-
weise Addition liegt bei diesem Ansatz viel néher. Hierdurch kann
ein weit verbreiteter Schiilerfehler noch gefordert werden (vgl. I11.
4.4).

- Die Einfithrung der Addition und Multiplikation erfolgt anwen-
dungsfern (vgl. auch Griesel (1981 a)), eine Verbindung zu den
Anwendungen ist kaum herstellbar.

Daher urteilt Bigalke (1974) iiber diesen Weg zu Recht: ,, Der vom for-
malen Standpunkt aus extremste [Vorschlag] war wohl der, Bruchzah-
len als Aquivalenzklassen von Paaren natiirlicher Zahlen einzufiihren.
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Obwohl mathematisch einwandfrei, hat er sich in der Schulpraxis je-,
doch nicht bewihrt.«

3. DAS GLEICHUNGSKONZEPT

Die Bruchzahl 7 ist bei diesem Konzept die Lésung der linearen Glei-
chung n-z = m mit m,n € N. Da man fiir die Lésung dieser Gleichung
auch m : n schreibt, erhdlt man so leicht die Beziehung m : n = =,
Das Erweitern und Kiirzen ebenso wie die Rechenoperationen kann
man - so Freudenthal (1973), ein Befiirworter dieses Ansatzes — ,nach
tibersichtlichen Schemata und gleichzeitig in sinnvollen Prozessen gut
einfiihren. So benennen etwa 2,% und 3% dieselbe Bruchzahl, da man
die zugehérigen Gleichungen 8z = 6 und 20z = 15 aus der Aus-
gangsgleichung 4z = 3 durch Multiplikation beider Seiten mit 2 bzw.
5 erhélt. Die Addition zweier Bruchzahlen fiihrt Freudenthal folgen-
dermaBen ein: ,Soll man zwei rationale Zahlen, etwa % und g, addieren,
S0 nenne man eine r und die anderen ¥ und schreibe die Definitions-
gleichungen

3z ="75y=23

auf. Man hat nun eine Gleichung fiir z + y zu finden.

Dies geschieht durch

»Erweitern“: 15z = 35, 15y =9,

woraus folgt: 15(z + y) = 44,

wir erhalten also: z + y = ‘1‘—;,
44

LT3 44
also.3+5_15.

Von den ibrigen Rechenoperationen sagt Freudenthal nur, daff man
sie ahnlich behandeln kann. So kann man etwa z.B. die Multiplikati-
onsaufgabe g— . g folgendermaBen einfiihren:

Die zugehérigen Definitionsgleichungen lauten: 3z = 7 und 5y = 3.

Durch Multiplikation der beiden linken bzw. der beiden rechten Sei-
ten der Gleichungen und implizite Anwendung des Assoziativ— und
Kommutativgesetzes erhalten wir:

(35)(3;3/):73’

2 Padberg A
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Analysiert man den vorgeschlagenen Weg kritisch, so fallen insbeson-
dere folgende Mdngel auf:

— Dieses Konzept belastet eine spiter erfolgende, systematische Be-
handlung der Gleichungslehre. Dort bemiiht man s‘ich némlich ge-
rade darum, den Schiilern klar zu machen, dal Gleichungen kei-
neswegs stets oder gar eindeutig losbar sind. Hier hingegeqwxrd
naiv die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen der Gleichun-
gen n -z = m vorausgesetzt. Auch deckt sich der hier benutzte
Variablenbegriff nicht mit dem in der modernen Gleichungslehre
verwandten Variablenbegriff.

— Bei diesem Weg sind Kenntnisse aus der Gleichungslehre erforder-
lich, die in dieser Form in der 6. Klasse noch nicht zur Verfiigung
stehen. So bendtigen wir beim Kiirzen und Erweitern zumindest
implizit Kenntnisse iiber Aquivalenzumformungen.

— Dieser Weg ist ausgesprochen formal. Selbst Freudenthal raumt
ein: ,,... dafiir verlaufen die Rechnungen nach einem allgemeinen
Schema - allerdings einem Schema, das man erst nach betrdchili-
cher algebraischer Ubung versteht“. (Freudenthal (1973); Hervor-
hebung durch den Verfasser)

- Die Giiltigkeit der Rechengesetze (wie etwa des Kommutativ—,
Assoziativ— und Distributivgesetzes) in der umfassenden Menge
der Bruchzahlen wird i.a. nicht problematisiert.

— Die Einflihrung der Division bereitet bei diesem Ansatz Schwie-
rigkeiten.

— Eine Anwendung der Bruchzahlen als MaBzahlen von Groflen ist
von diesem Ansatz her nur schwer erklarbar.
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4. DAS OPERATORKONZEPT

Wir gehen hier erst an lefzter Stelle auf das Opertorkonzept ein, da wir
es etwas breiter darstellen als die drei librigen Konzepte. Das Opera-
torkonzept hat namlich in den siebziger Jahren — und 2.T. auch noch
zu Beginn der achtziger Jahre - im Unterricht und auch in der didakti-
schen Diskussion eine groSe Rolle gespielt. So haben fast ausnahmslos
alle in den siebziger Jahren neu konzipierten Schulbuchwerke das Ope-
ratorkonzept in weiten Teilen des Bruchrechenlehrgangs eingesetzt und
so in diesen Bereichen einen starken Einschnitt gegeniiber der bisheri-
gen Tradition vollzogen. Wir skizzieren im folgenden dieses Konzept.
Fir eine ausfikrliche Darstellung dieser Konzeption verweisen wir an

dieser Stelle auf die entsprechenden Schulbuchwerke oder auf Padberg
(1978). - ‘ |

Beim Operatorkonzept miissen wir verschiedene Varianten unterschei-
den: In seiner ,reinsten“ Form (Variante 1) werden Bruchzahlen und
Bruchoperatoren identifiziert, so etwa bei Braunfeld (1968), einem der
»Véter” des Operatorkonzepts. Man kann aber auch die Bruchopera-
toren als ein Modellfiir die Bruchzahlen auffassen und die Bruchzahlen
hieraus durch Abstraktion gewinnen. Diese Variante (Variante 2) spielt
in deutschen Schulbuchkonzepten in der ersten Hilfte der siebziger
Jahre die entscheidende Rolle. Schiiletschwierigkeiten infolge der iso-
lierten Betrachtung der Bruchoperatoren fiihren allerdings dazu, da8
bei Schulbuchwerken der zweiten »Operatorgeneration® — also etwa
seit Mitte der siebziger Jahre ~ die Bruchoperatoren nichi mehr iso-

liert, sondern im Zusammenhang mit den Grifen, auf die sie wirken,
gesehen werden (Variante 3).

Seither ist das Operatorkonzept in den Schulbiichern sehr stark zurick-
gedrangl worden und in den seit Mitte der achtziger Jahre neu konzi-
pierten Schulbuchwerken ezplizit in formalisierter Form nur noch mi-
nimal bzw. {iberhaupt nicht mehr vorzufinden. Zum raschen Siegeszug
des Operatorkonzepts in den siebziger Jahren hat neben der Tatsa-
che, da man durch eine so konzipierte Behandlung der Bruchrech-
nung gute Vorarbeiten fiir den mathematisch duferst wichtigen Funk-
lionsbegriff leisten konnte, gewiB auch beigetragen, daB man so mit

2%
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einem einheitlichen Ansatz - also methodenrein — die gesamte Bruch-
rechnung ohne Verfalschungen der mathematischen Struktur aufbauen
konnte. Auf Griinde fiir die Zuriickdrangung des Operatorkonzepts in
den achtziger Jahren gehen wir am Ende dieses Abschnittes ein. Das
Operatorkonzept insgesamt 'spielte -allerdings — obwohl seine , Viter®
Braunfeld und Dienes (vgl. Dienes (1968)) in den USA bzw. Kanada
lebten — ausschlieflich im deutschsprachigen Raum eine gréfiere Rolle,
wihrend es ansonsten unseres Wissens hdchstens lokal oder nur fiir
sehr spezielle Zielgruppen (lernschwache us-amerikanische Kinder, die
die Bruchrechnung in einem zweiten Durchgang lernen sollten) fiir sehr
kurze Zeit eine geringe Rolle spielte.

Der Ansatz des Operatorkonzepts, Bruchzahlen als Operatoren aufzu-
fassen, scheint dabei auf den ersten Blick recht abwegig zu sein. Jedoch
kann man die im téglichen Leben iibliche Sprechweise ,,% von 6 kg sind
4 kg“ auch so deuten, daff durch ,,% von“ der Gr6f8e 6 kg die Grofe
4 kg zugeordnet wird. In diesem Sinne kann man die Bruchzahl 2 als
Funktion oder - wie man im Mathematikunterricht dieser Klassen stets
sagt — Operator auffassen, der den GréBen g (etwa Gewichten, Léngen,
Flacheninhalten oder Zeitspannen) die GréSe £ von g zuordnet (vgl.

auch Kap. IV.).

Fir den Einsatz dieser Konzeption im Unterricht ist es wichtig, die
Funktionen zu konkretisieren, etwa mit Hilfe von ,,Maschinen®. So kann
ein Schiiler z.B. eine Maschine mit einer Eingabe x und einer Ausgabe
2z vorstellungsmdfig viel leichter erfassen als eine Funktion z — Sz,
die abstrakt nur als Zuordnung erklirt wird, zumal der Zuordnungsbe-
griff fiir Schiiler ein ,schwer zugénglicher, vorstellungsarmer Begriff
ist (vgl. Griesel (1981 a)). ,, Hierbei spielt es, so Griesel (1981 a) weiter,
»keine Rolle, daf die Konkretisierung der Funktion als Maschine nur
als ein schwarzer Kasten (black box) vorstellbar ist, in dessen Inneren
sich irgendetwas, nicht ndher liberschaubares, vollzieht. Entscheidend
ist, dafl beim Gedanken an die Funktion f sich die Vorstellung der Ma-
schine einstellt und damit {iberhaupt ein vorstellungsmaBiges Substrat
vorhanden ist, mit dem man gedanklich operieren kann*.

Wir skizzieren im folgenden die Behandlung der Bruchrechnung nach
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dem Operatorkonzept im Sinne der Variante 2 (und 2.T. auch der
Variante 3) und fithren exemplarisch das Erweitern/Kiirzen, die Mul-
ti.plikation und die Division etwas niher aus, da in diesen ’Bereichen
die besonderen Stdirken des Operatorkonzepts = nach in den siebziger
Jahren vorherrschender Einschitzung - liegen sollten. Der Abschngitt
eITdet Tnit kritischen Anmerkungen zum Operatorkonzept und knappen
Hinweisen zum Zusammenhang zwischen den hier idealtypisch vorge-

stellten Konzeptionen und der im Kapitel 111 dargestellten Behandlung
der Bruchrechnung, :

Das Operatorkonzept im Sinne der Variante 2 beginnt mit der Be-
handlung von sogenannten Multiplikations—
Mathematisch gesehen ist ein Multiplikationsoperator (-n) jeweils eine
Abbildung eines GréBenbereichs (vgl. Kap. IV) G in sich, bei der jeder
GréBe a aus G die Grofe a - n aus G (mit n € N) zugeordﬁet wird
als'o: (n):G— Gmitg—q. n, ist ein Divisionsoperator (:n) je-,
'wex%s eine Abbildung eines sogenannten divisiblen GréBenbereichs G
In sich, die jeder Gréfe a aus G die Grofe a:n (mitn e N) zuordnet
also: (1 n) : G — G mit g — ¢ i n. Definitions- und Werteberei-,
che dieser Abbildungen oder Funktionen sind also Jeweils ein GroBen-
bereich G, wobei faktisch im Unterricht wegen der leichteren Veran-
schaulichungsméglichkeiten der GréBenbereich der Lingen im Vorder-
grund steht. Die Konkretisierung der Multiplikationsoperatoren erfolgt
1r.n_ Unterricht durch Maschinen, die z.B. jeden eingegebenen Stab auf
die n—fache Linge kontinujerlich strecken oder - eine andere, letztlich
tragfahigere Grundyorstellung = fiir jeden eingegebenen Stab aus ih-
remVorrat n gleichlange Stibe zu einem neuen Stab n—facher ‘Linge
zusammensetzen, die Konkretisierung der Divisionsoperatoren erfolgt
durch die Vorstellung, daB die Maschine den eingegebenen Stab in n
gleichlange Teilstibe zerlegt und davon einen Teilstab ausgibt. Durch
das Hintereinanderschalten von Maschinen 148t sich eine Verkettung
von Multiplikationsoperatoren und auch eine Verkettung von Divisi-

onsoperatoren einfiihren. Das Ergebnis ist jeweils wiede
bzw, Divisionsoperator.

und Divisionsoperatoren.

Fir die Verkettung von Multiplikations— und Divisionsoperatoren weist

r ein Multiplikations—
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man nach, daB fiir alle Operatoren (-m) und (: n) gilt:

(\m)o (: n) = (: n)o (‘m). Diese Aussage iiber die Verlguschbar-
keit ist fiir viele Bereiche der Bruchrechnung wichtig, insbesondere
fiir eine fundierte Erarbeitung des Bruchzahlbegriffs (beide Grund-
vorstellungen; vgl. III) sowie fiir die Einfithrung der Multiplikation
von Bruchzahlen. Den Bruchoperator (-2*) kann man jetzt definie-
ren durch (-2) 5 (: n) o (-m). Wegen der Vertauschbarkeit gilt aber

zugleich auch (-2) = (-m) o (: n). Wenden wir also einen Bruchopera-
tor (%) auf eine GroBe g (eines divisiblen GréBenbereichs) an, so gilt:

(+Z)(g) = (g : n) - m und auch (2)Xg)=(g-m):n.

Legt man — wie Dienes — bei Bruchoperatoren statt der divisiblen
GroBenbereiche Teilmengen der natiirlichen Zahlen als Definitions-

bereiche zugrunde, so fithrt dies rasch zu Problemen (vgl. Padberg
(1978)).

Im Anschluff an die Behandlung der Bruchoperatoren erfolgt die Be-
handlung von Gegenoperatoren, d.h. von Operatoren, die die Wirkung

der urspriinglichen Operatoren aufheben. So entdeckt man zunécflst,'

daB der Multiplikationsoperator (-n) durch den Divisionsoperator (: n)
in seiner Wirkung aufgehoben wird und da8 es auch zu Bruchoperato-
ren (-2) jeweils Gegenoperatoren (-7-) gibt.

Auf dieser Grundlage kann jetzt das Erweitern und Kirzen sowie die
Kleinerrelation bei Bruchoperatoren eingefiilhrt werden.

So 148t sich das Kiirzen als das Herausnehmen, das Erweitern als das
Einfiigen insgesamt wirkungsloser Operatorpaare (Operator ~ Gegen-
operator) beschreiben, wie die folgenden beiden Beispiele in unter-
schiedlicher Notationsform zeigen:

e R T PO P

Kiirzen
9 = (6
B . ) [¢] (:8) = ('3) o w o (.4)
1)
= (. . _ 3
(+3) o (:4) = ('?T)
Erweitern

Wah'renfi man bei der Variante 9 des Operatorkonzepts von vorne-
herein eine Verbindung zwischen dem Vor

dienen als sogenannte »konkrete Briiche®

wissen der Schiiler (Briiche
‘ vgl. III i
von Gréfen; Beispiel: % Stunde, 2 e ) BezelChnung

%m) und den Brucho _
stellt, erfolgt dies bei der Variante peratoren her

des Lehrgangs, und zwar iiber folge
kret ausgestalteten —

2 erst an dieser relatiy spdten Stelle

nden ~ im Unterricht natiirlich kon-

Ansatz: Ist e eine Gréfieneinheit, (‘)  ein
Bruchoperator, so bezeichnen wir mit 2 "

» ¢ das Ergebnis der Anwendun
des Bruchoperators (+2) auf die Grs :

Be 1 e; also:

lel“»rr—)e
1 .
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Beim Operatorkonzept liegt es von der mathematischen Struktur her
offensichtlich nahe, zunichst die Multiplikation und die Division zu
behandeln. Bei der Variante 2 wird die Multiplikation tiber die Verket-
tung von Bruchoperatoren eingefiihrt:

(%)o (D g ltmotmlel(p)o(:q) & (Me(p)e(in)o (,: )&

((m-p))o(:(n-gq) 5 (R

Hierbei benétigt man an den beiden Stellen (1) die Definition von
Bruchoperatoren, an der Stelle (2) die Assoziativitit von Operato-
ren und die Vertauschbarkeit von Multiplikations— und Divisionsope-
ratoren sowie an der Stelle (3) Aussagen iiber die Verkettung von
Multiplikations— bzw. Divisionsoperatoren. Durch Ubergang von den
" Bruchoperatoren zu den Bruchzahlen gewinnt man so die Multipli-
kationsregel fiir Bruchzahlen. Hierbei wird dieser Ubergang von den
Bruchoperatoren zu den Bruchzahlen mit den Argumenten motiviert,
daff man Bruchoperatoren der Gréfie nach ordnen, sie zur Benennung
von Grdflen benutzen und mit ihnen rechnen kann wie mit natiirlichen
Zahlen (vgl. auch IIL.).

Grundlage fiir die Einfiihrung der Division bei der Variante 2 als Um-
kehroperation der Multiplikation bildet der folgende Satz:

Jede lineare Gleichung der Form

(-7) oz =(-B) besitzt genau eine Losung, namlich "

(‘7)o (-E) bzw. (-7E).

Bei der Begriindung ~ die im Unterricht an konkreten Beispielen mit-
tels einer verallgemeinerungsfihigen Beweisstrategie erfolgt — wird die
vorher erarbeitete Kenntnis von Gegenoperatoren eingesetzt.

Bei der Varianie § wird bei der Multiplikation und Division nicht
isoliert auf der Operatorebene argumentiert. Vielmehr deutet man
die Multiplikation 2 . ‘;— so, daB auf 2 bzw. auf die Grofe Te der
Bruchoperator (-%) einwirkt. Den Bruchoperator (-%) zerlegt man in
die beiden Teilkomponenten (-p) und (: ¢) . Nach einer vorhergehenden

Behandlung des Vervielfachens und des Teilens von GréBen in dieser
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Terminologie bedeutet dje Multi
derausfithrung dieser beiden O
Variante hiufig in Form fol

plikation nur noch dje Hintereinan-

perationen. Man notiert dies bei dieser
genden Diagramms:

‘p y mp 4
n

me
s

i~

l

SR E]

ffa

Mit Ausnahme der Notationsform, der Sprechweise und der Position
des Multiplikators und Multiplikanden entspricht dieser Weg vom Grund-
5edanken her dem in II1.6.2 und 111.6.3.1 genauer beschriebenen Ein-
fiihrungsweg der Multiplikation nach dem dortigen Von-Ansatz.

V.on den verschiedenen Wegen zur Ableitung der Divisionsregel im

Sinne der Variante 3 skizzieren wir hier die sogenannte Gegenopera-

tormethode (vgl. auch HI.7.5.7) anhand folgenden Beispiels: 2.4 pe
"5

.zeichnet die Zahl z, die mit 15’- multipliziert % ergibt. Dies notiert man
in Form des folgenden Diagramms:

4
x—2 2

U

Formal gelangt man zur Zahl z auf folgende Art:

uﬁb[ l TS
w

Die Zerlegung von (-4) in die beiden Teil

' komponenten (-4) und (: 5
die durch die Gegenoperatoren (:4) und (. Lo

5), also insgesamt durch den
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Gegenoperator (-%), in ihrer Wirkung aufgehoben werden, notiert man
folgendermaBen:

z
3

‘
5
x 4———:— -
Z
5

Man entnimmt diesem Diagramm:
2.4 2

) 5

3°'5 34

Erst nach der Multiplikation und Division behandelt man bei dem
Operatorkonzept i.a. die Addition und Subiraktion. Beide Rechenope-
rationen lassen sich theoretisch auch im Sinne des Operatorkonzepts
einfithren (fiir Details vgl. Padberg (1978)). Wegen der Kompliziertheit
und Anwendungsferne der entsprechenden Wege wurden sie aber selbst
zu Beginn der siebziger Jahre nur duferst selten von Schulbuchau.to—,
ren beschritten. Vielmehr fiilhrte man die Addition und Subtraktion
im Prinzip so ein, wie wir es nsher in den Abschnitten II1.4. und IIL5.
ausfiihren.

Neben diesen Problemen bei der Addition und Subtrakiion haben fol-
gende weiteren Problembereiche bewirkt, da das Operatorkonzept zu-
nichst durch Ubergang von der Variante 2 zur Variante 3 modifiziert
und daB es in formalisierter Form in den seit Mitte der achtziger Jahre
neukonzipierten Schulbuchkonzepten sogar weithin eliminiert wurde.

~ Die Abfolge ,zundchst Multiplikation, dann Addition® — wie sie
zumindest bei der Variante 2 des Operatorkonzepts iiblich ist —
weist viele Nachieile auf. Fiir genauere Details vergleiche man TII.
8.5

— Zu Beginn des Lehrgangs erfolgt keine Ankndipfung an die Vorer-
fahrungen der Schiiler mit Bruchzahlen. (Variante 2)
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— Die Behandlung des Erweiterns und Kirzens durch das Einschie-
ben bzw. Herausnehmen insgesamt wirkungsloser Operatorpaaré
vermittelt den Schiilern keine anschauliche Vorstellung davon,

warum zwei gegebene Briiche gleichwertig sind (vgl. auch Fricke
(1983)).

— Die Definition der Kleinerrelation bei Bruchoperatoren ist relativ

aufwendig (vgl. Padberg (1978)). Der Vergleich von Bruchopera-
toren kann nur innerhalb des Maschinenmodells, nicht aber von
praktischen Anwendungen her motiviert werden.

— Bel der Behandlung der Multiplikation im Sinne der Variante 2

handelt es sich um ein Rechnen mit Abbildungen. Hierbei wird
oft iibersehen ~ wie Schwartze (1978) zu Recht betont —, dafB ,es
zwar technisch leicht ist, Operatoren miteinander zu verketten,
daB aber gerade die Vorstellung und der Anwendungsbezug bei
diesem Modell griBere Schwierigkeiten bereiten®. Auch kommt

man kaum ohne ein BewuBtmachen des Verkettungsbegriffs (ein-
schlieilich des Symbols »0%) aus.

~ Das Operatorkonzept tragt nicht zu einer L&sung des alten Pro-

blems im Bereich der Multiplikation bei, den Schiilern einsichtig zu
machen, warum man die durch die Verkettung von Bruchoperato-

ren eingeflihrte Verkniipfung als Produki bezeichnet (vgl. Schwartze
(1978)).

= Die Behandlung der Multiplikation im Sinne des Operatorkonzepts

verdringt nach den Erfahrungen von Briining / Spallek (1981)
beim Schiiler die wichtigen inhaltlichen Vorstellungen bei der Mul-
tiplikation, denen gerade bei anwendungsbezogenen Fragestellun-
gen eine besondere Bedeutung zukommt (vgl. 111.6.5.7), zugun-
sten eines mehr formalen Umgehens mit Operatoren. Kaum ein
Schiiler ist - so Briining / Spallek (1981) — in der Lage, die ,rela-
tiv aufwendige, allenfalls vielleicht formal elegante Einfiihrung der
Multiplikation“ iiber die Verkettung von Operatoren zu erklgren.

— Offensichtlich ist das Operatorkonzept in Deutschland nicht pri-

mér unter pddagogischen, sondern iberwiegend unter mathemati-
schen Aspekten eingefiihrt worden. So hat nach Schwartze (1978)



40

»primér die strukturelle Betrachtungsweise [die Bruchoperatoren
bilden unter der Verkettung als Verkniipfung eine kommutative
Gruppe] die Operatorverkettung in der Schule motiviert®.

— Bei der Einfihrung der Multiplikation im Sinne der Variante 3
konnen wir gegeniiber dem Von-Ansatz (vgl. 111.6.2, 111.6.3.1) kei-
ne Vorteile, sondern nur Nachteile (starker formal, weniger inhalt-
liche Vorstellungen) erkennen.

- Die fiir die Multiplikation genannten Argumente treffen auch weit-
hin fiir die Division zu. So moniert Fricke (1983), daB die Schiiler
beim Operatorkonzept ,nichts, aber auch gar nichts, davon er-
fahren, was denn eine Division eines Bruches durch einen Bruch
bedeuten kénne. D.h. es fehlt jeder Bezug zu irgendeiner Anwen-
dung oder anschaulichen Vorsteliung. Es ist nur ein artifizielles
Hantieren mit Operatoren®. [Heraushebung durch den Verfasser.]
Diese Argumente treffen sowohl fiir die Variante 2 wie die Variante
3 zu.

— Beim Operatorkonzept — insbesondere in der Variante 2 — ist die
Gefahr grof}, da8 man fiir die Bruchrechnug mehr Zeit investieren
muf als sonst iiblich. So iibt und erkldrt man in entsprechenden
Klassen des 6. Schuljahres nach Lércher (1982) zundchst durch-.
schnittlich 8 Stunden lang Operatoren, um danach fast genau so
viel Zeit fiir die Bruchrechnung zu bendtigen wie Klassen, die sie
ohne Operatoren kennenlernen. Ein erhéhter Zeitaufwand resul-
tiert beim Operatorkonzept allein schon daher, daff die Bruchrech-
nung in Teilen sowohl mit Operatoren wie auch mit Bruchzahlen
behandelt wird (vgl. auch Griesel (1981 b)).

~ Ein erhohter Zeitaufwand ist gerechtfertigt, wenn hieraus gréfere
Erfolge in der Behandlung der Bruchrechnung resultieren. Dies ist
jedoch nicht der Fall, wie eigene umfangreiche empirische Unter-
suchungen belegen (vgl. Padberg (1986) und III. 8.6).

Wir beenden dieses Kapitel mit Hinweisen auf den Zusammenhang
zwischen den vier hier idealtypisch vorgestellten Konzeptionen und der
Darstellung der Bruchrechnung im nichsten Kapitel. Die Ausfithrun-
gen in den Abschnitten 2 und 3 zeigen, dafl eine Behandlung der Bruch-
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rechnung im Sinne dieser beiden Konzeptionen im Unterricht von 6.
Klassen nicht sinnvoll ist. Aber auch das Operatorkonzept ist in seiner
formalisierten Form offenkundig mit schweren Maingeln behaftet. Wir
werden daher die Bruchrechnung im nichsten Kapitel in Anbetracht
der Vorteile weithin im Sinne des GréBenkonzepts — also unter Beto-
nung des Mafzahlaspekis der Bruchzahlen (vgl. IIL. 1.) - darstellen.
Daneben werden wir aber auch — insbesondere im Bereich der Multi-
plikation — von der Deutung der Bruchzahlen als Operatoren Gebrauch
machen, jedoch nicht im Sinne der im 4. Abschnitt dargestellten sehr

formalen Terminologie, sondern im Sinne des anwendungsnahen Von-
Ansatzes (vgl. u.a. III. 6.3.1).



