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Grund-
vorstellungen
Zu
Bruchzahlen

Bruchrechnen ohne dahinter
stehende Vorstellungen ist ein
totes Wissen, das man nicht
anwenden kann. Welche Vor-
stellungen sind dabei so wichtig,
dass man sie als Grundvor-
stellungen bezeichnen kann?

Giinther Malle

Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an der
Universitdt Wien
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er wahrscheinlich grofite Fehler

des traditionellen Mathematik-
unterrichts besteht darin, dass zu
schnell auf eine formal-regelhafte
Ebene aufgestiegen wird, bevor noch
ausreichende intuitive und anschau-
liche Vorstellungen vom jeweiligen
Stoff erworben wurden. Diesen Feh-
ler kann man an fast allen Stoffge-
bieten der Schulmathematik be-
obachten. Die Bruchrechnung ist
aber ein besonders geeignetes Stu-
dienobjekt. Wenn man Schiilerhefte
durchsieht, kann man oft bemerken.
dass schon auf der ersten Seite ge-
lernt wird: ,Man multipliziert zwei
Briiche, indem man ...“ und Ahnli-
ches. Diese Regeln werden anhand
vieler Rechenaufgaben eingeiibt (wo-
bei die Linge solcher Aufgaben an-
scheinend nur dadurch begrenzt
wird, dass sie nicht iiber den rechten
Heftrand hinausgehen sollen), doch
findet man oft im gesamten Heft we-
der eine Torte noch eine Schokoladen-
tafel noch irgendwelche anderen
Zeichnungen. Ein solches Vorgehen
ist im Grunde sinnlos. Wenn keine in-
tuitiven und anschaulichen Vorstel-
lungen zu Bruchzahlen und zum
Rechnen mit Bruchzahlen entwickelt
wurden, bleibt das gesamte regelhaf-
te Rechnen nur eine sinnentleerte.
auswendig gelernte, aber letztlich un-
verstandene Angelegenheit.

Das vorliegende Heft versteht sich
als ein Pldadoyer fiir eine Starkung
der hinter dem Bruchrechnen ste-
henden intuitiven und anschaulichen
Vorstellungen. Aus meiner Sicht ist
ein zweiphasiges Vorgehen im Unter-
richt empfehlenswert. In einer ersten
Phase, einer inhaltlich-anschaulichen
Phase, geht es darum, grundlegende
Vorstellungen zu Bruchzahlen und
zum Rechnen mit Bruchzahlen zu
entwickeln. Erst wenn dies erfolgt
ist, wird eine zweite Phase, eine for-
mal-regelhafte Phase, angeschlossen,
in der das formale Bruchrechnen mit
Hilfe von Regeln erlernt werden soll.
Idealerweise fillt die erste Phase in
die Klasse 5, die zweite in die Klasse
6. Wie jedoch auch immer vorgegan-
gen wird, wichtig ist, dass die erste
Phase nicht unter den Tisch fillt. Im
vorliegenden Heft wird der Schwer-
punkt fast ausschliellich auf diese
erste Phase gelegt.

Was kann eine Bruchzahl
bedeuten?

Im Folgenden liste ich — ohne An-
spruch auf Vollstandigkeit zu erhe-

ben — einige Grundvorstellungen
uber Bruchzahlen auf, die aus mei-
ner Sicht jede Schiilerin und jeder
Schiiler am Ende eines Bruchrechen-
lehrganges besitzen sollte. Im Kas-
ten 1 sind diese Grundvorstellungen
nochmals kurz zusammengefasst.

» Grundvorstellung 1

Bruchzahl als Teil (eines Ganzen):

5 (von 1)

Das Ganze kann ein Objekt oder
eine Grofle sein. Es wird meist nicht
explizit erwidhnt, wenngleich es,
streng genommen, stets hinzuge-
dacht werden muss. Dadurch erhalt
der Teil selbst den Charakter eines
eigenstandigen Objekts.

Beispiele:

Abb. 1a: Abb. 1b:
Eine Zweidritteltorte Eine Viertelnote

» Grundvorstellung 2
Bruchzahl als relativer Anteil: ® von ¢

Beispiel:

100000

A—\I;na ETeVRa
Abb. 2: Anna erbt & von 100000 €,
Berta erbt ¥ von 100000 €

Die Grundvorstellung 1 kann bei
groberer Betrachtung als ein Spezial-
fall dieser Grundvorstellung angese-
hen werden.

» Grundvorstellung 3
Bruchzahl als Vergleichsoperator:
% mal so viel wie ¢, %mal so groB wie c,

% mal so schwerwiec, ........
Beispiel:
A

Abb. 3: Die Menge A enthalt 2 mal so
viele Kugeln wie die Menge B
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» Grundvorstellung 4
Bruchzahl als Resultat einer Division:

a _ a4
7,—-a.b

Beispiel:

Abb. 4: Drei Pizzen sollen auf vier Personen
aufgeteilt werden. Wie viel erhilt jeder?

» Grundvorsteliung 5
Bruchzahl als Verhéltnis:

% =a:h [az b]

Beispiel:

| (R |

r | | ]

—t
b

Abb. 5: Die Langen zweier Landebahnen
verhalten sich wie 3:4.

Der Doppelpunkt ist hier nicht als
Divisionszeichen, sondern als Ver-
haltniszeichen aufzufassen. Hinter

a

der Gleichung 7 = a : b verbirgt sich

ein dramatischer kognitiver Prozess.
Aus unserer heutigen Sicht ist bei-
spielsweise die Proportion a:56=3:4
adquivalent zur Bruchgleichung
a

¢ = %. Dies war jedoch in der Ge-

schichte der Mathematik nicht
immer so. Fir die alten Griechen war
das Verhéltnis a:b (a zu b6) kein ei-
genstindiges Denkobjekt. Es hatte
nur im Rahmen einer Proportions-
aussage eine Existenzberechtigung
und konnte fir sich allein nicht
bestehen. Die Proportionsaussage
a:b=3:4 wurde demgeméilf nicht als
Gleichheit zweier eigenstdndiger
Denkobjekte aufgefasst, sondern als
eine Beziehung zwischen vier eigen-
stdandigen Denkobjekten, ndmlich
den naturlichen Zahlen a, b, 3 und 4.
Die Bruchgleichung % = % hingegen
fassen wir heute als Beziehung
zweier eigenstindiger Denkobjekte
auf, namlich als numerische Gleich-
heit der Bruchzahlen } und %. Hin-

ter dem Ubergang von der Propor-
tionsaussage zur Bruchgleichung
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steckt also ein Objektivierungs-
schritt, namlich die Bildung von
Bruchzahlen als eigenstéindige Denk-
objekte. Diesen Schritt haben die al-
ten Griechen nicht bewiltigt. Sie ha-
ben deshalb auch keine Bruchrech-
nung entwickelt, sondern sind in der
Proportionenlehre und damit im
Denken mit natiirlichen Zahlen
stecken geblieben (obwohl die Baby-
lonier und Agypter schon wenigstens
ansatzweise eine Bruchrechnung
entwickelt hatten). Bis zur Anerken-
nung der Bruchzahlen als eigenstédn-
dige Zahlen hat es in der Geschichte
der Mathematik sehr lange gedauert
(die erste offizielle Anerkennung fin-
det man bei Petrus Ramus im
15. Jahrhundert). Aus Ergebnissen
der empirischen didaktischen For-
schung geht hervor, dass auch unsere
heutigen Schiilerinnen und Schiiler
grofle Probleme mit diesem Objekti-
vierungsschritt haben. Es féllt ihnen
haufig schwer, Bruchzahlen als ei-
genstédndige Zahlen anzuerkennen.
Demgemailf vermeiden sie das Den-
ken in Bruchzahlen, wo immer sie
konnen, und weichen auf ein Denken
in natiirlichen Zahlen aus.

» Grundvorstellung 6

Bruchzahl als Quasikardinalzahl:

2 =2 Drittel

Dabei wird ein Drittel als eine neue
Einheit aufgefasst. Mit diesem Trick
kann man in manchen Fillen das
Rechnen mit Bruchzahlen auf das
Rechnen mit natiirlichen Zahlen
zurtickfithren.

» Grundvorstellung 7

Bruchzah! als Quasiordinalzahl:

1 ... jeder Vierte

Diese Deutung ist nur auf Bruch-

zahlen in Stammbruchdarstellung

anwendbar. Der Satz ,Jede vierte

Perle ist schwarz® kann zwei Bedeu-

tungen haben:

a im strikten Sinn: auf drei weifle
Perlen folgt stets eine schwarze
Perle.

000 000 000

b 1m statistischen Sinn: ein Viertel
aller Perlen ist schwarz.

o0 0000 000

» Grundvorstellung 8
Bruchzahl als absoluter Anteil:
% ... Zwei von drei

Diese Deutung ist in der Praxis tb-
lich (vor allem bei statistischen Erhe-
bungen), sie ist jedoch nur anwend-
bar, wenn mit Bruchzahlen nicht ge-
rechnet wird. Wiirde man diese Deu-
tung etwa bei der Addition von Bruch-
zahlen verwenden, konnte man den

folgenden Standardschiilerfehler
rechtfertigen:

3,2_5

1t3=7

Denn: drei von vier plus zwei von
drei ergibt fiinf von sieben.

Erweitern und Kiirzen

Beispiel: » Grundvorstellung 9
143 =1 Finftel + 3 Finftel Erweitern als Verfeinerung und
" 4 Finfiel Kiirzen als Vergréberung der Einteilung
4 Erweitern und Kirzen sind Um-
5 kehroperationen voneinander (Ver-
feinern und Vergrébern heben einan-
der auf), vgl. Abbildung 7, S. 6.
[ e e e e e e e e n
1 i
I i
! Lo 3 , ... 8 !
: Teil (eines Ganzen): 1 (von 1) Resuttat einer Division: 1 3:4 :
I \ I
. 003 I I
! Relativer Anteil: Tvon.. <« 375 Verhiltnis: 3.3:4B8z4d) |
I 1
: Vergleichsoperat ‘/4 :
] ergrelc sf)pera. or: Quasikardinalzahl: S = 3 Viertel 1
i = mal so viel wie ... 4 I
. :
! Absoluter Anteil: % ........ drei von vier !
i |
: Quasiordinalzahl: i ......... jeder Vierte :
I i
L e e o e e e e e e e o e e e e e e Jd
Kasten 1: Einige Deutungen einer Bruchzahl
5
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Verfeinern

Vergrébern

Verfeinern

Vergrobern

Die Termini ,Erweitern“ und
LKirzen“ sollten in der ersten (in-
haltlich-anschaulichen) Phase eines
Bruchrechenlehrganges gar nicht
eingefithrt werden. Sie bezeichnen ja
ublicherweise eine regelhafte Tech-
nik, ndmlich die Multiplikation von
Z&hler und Nenner mit der gleichen
Zahl bzw. die Division von Zihler und
Nenner durch die gleiche Zahl. Mit
Regeln soll aber vorerst nicht gear-
beitet werden. Wichtiger ist zu-
néchst, dass der Prozess des Umwan-
delns einer Bruchdarstellung in eine
andere mit der Vorstellung des Ver-
feinerns bzw. Vergroberns verbunden
wird und dabei eingesehen wird, dass
man eine Bruchzahl auf unendlich
viele Arten durch Briiche darstellen
kann. Dies kann dadurch unterstiitzt
werden, dass ein und derselbe Punkt
auf einem Zahlenstrahl mit unter-
schiedlichen Briichen beschriftet
wird.

Addition und Subtraktion
von Bruchzahlen

» Grundvorstellung 10

Addieren als Zusammenfiigen oder Hin-
zufiigen, Subtrahieren als Wegnehmen
Obwohl Bruchzahlen im Allgemei-
nen nicht als Michtigkeiten (Anzah-
len von Elementen) gedeutet werden
konnen, konnen diese von den natiir-
lichen Zahlen her bekannten Deu-
tungen aufrechterhalten werden.

Beispiel:

+

NN

NI

1
2
5
6

1
2
3
4

Abb. 8: Zur Addition und Subtraktion
6

SNEN

NS

Abb. 7: Verfeinern

und Vergrébern

Bei genauerer Betrachtung unter-
scheiden sich Zusammenfiigen und
Hinzufigen. Beim Zusammenfigen
wird die Addition als eine zweistelli-
ge Operation aufgefasst (Abb. 9a),
beim Hinzufiigen jedoch eher als eine
einstellige Operation (Abh. 9b). Letz-
teres gilt auch fir die Subtraktion.

1
2 \\
5
8
i /
8
Abb. 9a: Zweistellige Operation
1
1 ‘s | s
2 8

Abb. 9b: Einstellige Operation

» Grundvorstellung 11

Addieren als Vorwartsschreiten,
Subtrahieren als Riickwartsschreiten
Auch diese Deutungen sind von
natiirlichen Zahlen auf Bruchzahlen
ubertragbar, sofern man den quasi-
kardinalen Aspekt von Bruchzahlen
zugrunde legt. Zum Beispiel kann
man die Rechnungen in Abbildung 10
als Vorwérts- bzw. Riickwéirtsschrei-
ten in Finftelschritten auffassen.

1 . 2_9 2
2Y5710 5
|
0 1 91
2 10

Abb. 10a: Vorwartsschreiten

9_2_1 -2

1005 2 5

0 1 9 1
2 10

Abb. 10b: Riickwdrtsschreiten

Multiplikation einer
natiirlichen Zahl mit
einer Bruchzahl

» Grundvorstellung 12
Multiplikation als abgekiirzte Addition

Beispiel:

4_4,4 4 a_a,a a

35_5+5+5 oy =gttty
— ————

n Summanden

» Grundvorstellung 13
Von-Deutung der Multiplikation

Beispiel:
4.9 4 iy =a
$3=5von3 %n—gvonn
Diese Deutung ist nur moglich,
wenn der erste Faktor eine Bruch-
zahl ist, die keine natiirliche Zahl ist.
Man kann beispielsweise nicht 3-5
als 3 von 5 oder 3-2 = als 3 VOIl deu-

ten. Dies scheint allerdings in erster
Linie ein Problem unserer Sprache
zu sein, denn die Deutung erscheint
uns sofort sinnvoll, wenn wir §-3 als

das 3-fache von 3 und demgeméf} 3-5
als das Dreifache von 5 bzw. 3 -% als

das Dreifache von % deuten. (Man be-
achte: Im Gegensatz zu manchen
Schulbiichern schreibe ich den Ope-
rator immer vor dem Operanden an,
was auch der sprachlichen Formulie-
rung besser entspricht

Die Multlphkatlon - -3 kann nicht
als abgekurzte Addltlon gedeutet
werden, denn man kann den Sum-
manden 3 nicht %mal anschreiben. In
der Praxis wird zwar auch oft %-3 als
f;— + f;‘— + —;‘— gedeutet, doch wird dabei
stillschweigend die Kommutativitét
vorausgesetzt. Es ist aber zunéchst
noch nicht sicher, ob das Kommuta-
tivgesetz auch in diesem Fall gilt.
Dieses muss erst begriindet werden
(natiirlich nur auf einer Vorstellungs-
ebene). Dazu braucht man sowohl die
Grundvorstellung 12 als auch die
Grundvorstellung 13. Wir tiberlegen
uns dies an einem paradigmatischen
Beispiel, ndmlich 3- 4 4 -3 (Abb. 11),

Abb. 11: Zur Kommutativitat der Multi-
plikation

mathematik lehren / Heft 123
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Multiplikation
von Bruchzahlen

Von den beiden vorhin besprochenen
Grundvorstellungen lasst sich nur
die Von-Deutung aufrecht erhalten.

» Grundvorstellung 14
Von-Deutung der Multiplikation

2.5_2 005
373 Vvony
a.c_a c
5 d-pVONg

Die Giiltigkeit des Kommutativge-
setzes lberlegen wir uns wiederum
anhand eines paradigmatischen Bei-

: smlich 2-1=1.2
spiels, ndmlich Z-5=5-7.
1
2
p— —
2
3
2.1_2 1_2 12_1 2_2
3 =3 VONg=g 2 3= vonyg=3

Abb. 12: Zur Kommutativitat der Multi-
plikation

Fur naturliche Zahlen gilt: Das
Produkt zweier natiirlicher Zahlen
ist stets grofler als jede der beiden
Ausgangszahlen. Diese Vorstellung
muss bei Bruchzahlen aufgegeben
werden, z. B. bei %% = g. (Zur Frage,
welche Vorstellungen beim Ubergang
von natiirlichen Zahlen zu Bruchzah-
len sonst noch aufgegeben werden
miissen, verweise ich auf die Beitra-
ge von S. Prediger und H. Winter in
diesem Heft.)

Division von Bruchzahlen

Fir natiirliche Zahlen gibt es zwei
wichtige Vorstellungen zur Division:
Teilen und Messen (in Schulbiichern
und der mathematikdidaktischen Li-
teratur sind dafiir auch andere Na-
men gebriauchlich, z. B. Verteilen und
Aufteilen). Beide Vorstellungen las-
sen sich auf Bruchzahlen Gbertragen,
aber mit leichten Einschrankungen.

» Grundvorstellung 15

Dividieren als Teilen (bzw. Verteilen)
Eine durch eine Bruchzahl beschrie-
bene Grofle soll in mehrere Teile ge-
teilt und entsprechend verteilt wer-
den. Wie grof3 ist ein Teil?
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Beispiel:
% Liter Saft sollen auf 2 Personen ver-
teilt werden. Wie viel Liter erhilt je-

Abb. 13: Jeder erhélt 2| Saft

Diese Vorstellung ergibt nur einen
Sinn, wenn der Divisor eine natiirli-
che Zahl ist. Beispielsweise kann die

Division %:% nicht so gedeutet wer-
den, weil es keinen Sinn ergibt, %1

Saft auf % Personen zu verteilen.

» Grundvorstellung 16

Dividieren als Messen (bzw. Aufteilen)
Eine Grofle und ein Maf3 werden bei-
de durch Bruchzahlen beschrieben.
Wie oft ist das Maf3 in der Grof3e ent-
halten?

Beispiel:

% Liter Wein sollen in 1—70-Liter-Fla-
schen abgefiillt werden. Wie viele
Flaschen konnen gefiillt werden?

Erweitern und Kiirzen

Verfeinerung der Einteilung 9

7101
______________ 7101
C I 7101

7101
7101

Abb. 14: 5 Flaschen kénnen gefillt werden

Diese Vorstellung ergibt im Grun-
de nur einen Sinn, wenn der Divi-
dend gréfler oder gleich dem Divisor
ist. Falls der Quotient keine natiirli-
che Zahl ist, gibt es auch Probleme.
Im vorliegenden Beispiel miisste
man entweder das Ergebnis auf eine
natiirliche Zahl abrunden oder zulas-
sen, dass eine Flasche nicht vollstén-
dig gefiillt wird.

In der letzten Aufgabe konnte
man die Division auch als fortlaufen-
de Subtraktion auffassen. Ich denke
mir, dass die vorliegenden %l Wein so
lange in 17401—Flaschen abgefillt wer-
den, bis nichts mehr tbrig bleibt:

(- - 1=,

5 Subtrahenden

A T
also: 51.51_5.

Man konnte die Aufgabe auch als
Additions- bzw. Multiplikationsauf-
gabe l6sen (wobei die Multiplikation

DO | =

Vergroberung der Einteilung

>

4

Zusammenfiigen, <— Addieren
Vorwirtsbewegen,

Hinzufiigen /
Vorwirtsschreiten

I
I
I
I
i
I
I
]
I
|
|
|
i
1
i
I
|
|
I
I
: (z.B. in Fiinftelschritten)
|
|
I
i
i
I
i
I
i
i
i
i
I
|
|
i
I

Addition und Subtraktion von Bruchzahlen

Multiplikation einer natiirlichen Zahl mit einer Bruchzahl

Subtrahieren—> Wegnehmen

N

Riuckwartsbewegen,
Rickwartsschreiten
(z.B. in Fiinftelschritten)

Abgekiirzte Addition: % + % + % -3 % %-3 —>» Von-Deutung: % von 3
Multiplikation von Bruchzahlen Division von Bruchzahien

25 2 5 4 7.7

Von-Deutung: =-—== = —=:2 ——
on-Deutung 37 3von7 9+ \2%10

Teilen Messen

(Verteilen) (Aufteilen)
e e e e e o o o T 7 " 7 T o 7" i T S 57 s o A

Kasten 2: Einige Grundvorstellungen zu den Rechenoperationen fiir Bruchzahlen
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Anzeige

als fortlaufende Addition aufgefasst
wird). Ich denke mir die Inhalte der

%I—Flaschen so lange zusammenge-
fiigt, bis ich Z1 erreicht habe:

7 7 7 7 7y_1

ol t ol gl + ol +5l=51

5 Summanden

Tq9_7 LT T
bzw. 5-1—’(51:51, also: ;1:51=5

Fir natiirliche Zahlen gilt: Das
Ergebnis einer Division ist nie grofer
als der Dividend. Diese Vorstellung
muss bei Bruchzahlen aufgegeben
werden (z.B. gilt §:1=4).

Es gibt Divisionen, die sich weder
sinnvoll als Teilen noch als Messen
deuten lassen, z.B. 3% Wir stoflen

hier zum ersten Mal auf eine Rech-
nung, fiir die keine sinnvolle Grund-
vorstellung existiert. Diese Division
kann daher nur als eine formale
Rechnung betrachtet werden, die
nach bestimmten Regeln ausgefiihrt
werden kann. Grundvorstellungen
haben ihre Grenzen, das Formale
tragt weiter als sie. Eine gute Moti-
vation, sich anschlielend den Regeln
der Bruchrechnung zuzuwenden.

Grundvorstellungen
als Voraussetzung
fiir Anwendungen

Eine Anwendung des Bruchrechnens
auf eine bestimmte Situation besteht
im Wesentlichen darin, dass gewis-
sen in der Situation vorkommenden
GrofBlen bestimmte Bruchzahlen zu-
geordnet werden und dass diese Zah-
len durch richtig gewihlte Rechen-
operationen verknipft werden. Es ist
bekannt und wird durch die empiri-
sche didaktische Forschung vielfach
bestétigt, dass Schiilerinnen und
Schiiler haufig Schwierigkeiten ha-
ben, die richtigen Rechenoperationen
auszuwéahlen. Woher weill man ei-
gentlich, welche Rechenoperationen
anzuwenden sind?

Die Mittlerrolle zwischen der Si-
tuation und den zu wihlenden Re-
chenoperationen spielen die Grund-
vorstellungen:

Situation < Grundvorstellungen
— Rechenoperationen

Die vorliegende Situation legt ge-
wisse Grundvorstellungen nahe, die-
se wiederum fithren zur richtigen Re-
chenoperation. Umgekehrt ruft eine
Rechenoperation gewisse Grundvor-
stellungen auf, die wiederum in der

8

Situation als passend erkannt wer-
den konnen. Fehlen diese Grundvor-
stellungen, kann der Prozess nicht
funktionieren. Es gibt kein Anwenden
ohne Grundvorstellungen! Auch wenn
die Schiilerinnen und Schiiler die Re-
geln und formalen Techniken des
Bruchrechnens noch so gut beherr-
schen, ohne Grundvorstellungen
bleibt dies ein totes Wissen, mit dem
man nichts anfangen kann. Ein sol-
ches Wissen ist nutzlos und stellt nur
einen Ballast dar, den man berechtig-
terweise schnell vergisst.

Die Rolle der Grundvorstellungen
beim Anwenden sei an zwei sehr ein-
fachen Beispielen verdeutlicht.

Beispiel 1

Eine Katze trinkt tiglich éLiter

Milch. Wie viel Liter Milch trinkt
ste in einer Woche?

Man kann die Aufgabe durch sieben-
malige Addition von % Iosen. Im All-
gemeinen wird man sie jedoch durch
eine Multiplikation losen:

7-% = % Woher aber weil man, dass
man 7 mit i multiplizieren muss?
Ganz einfach, man benutzt die
Grundvorstellung der Multiplikation
als abgekiirzte Addition. Die numeri-
sche Rechnung kann mit der Grund-
vorstellung der Bruchzahlen als
Quasikardinalzahlen bewerkstelligt
werden: 7-% =7 Viertel = }

Beispiel 2 (siehe obige Aufgabe zur
Grundvorstellung 16)

Z Liter Wein sollen in - -Liter-Fla-
schen abgefiillt werden. Wie viele
Flaschen kénnen gefiillt werden?

Die Aufgabe kann mit einer Kombi-
nation von Grundvorstellungen ge-
lost werden:
7.7
2°10
_35.7
T10°10

(Dividieren als Messen)

(Verfeinerung der Ein-

teilung, evtl. Zeich-

nung)

= 35 Zehntel : 7 Zehntel
(Bruchzahlen als
Quasikardinalzahlen)

=5

Es kénnen 5 Flaschen gefiillt wer-

den.
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