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Den Zufall im Griff?

— Stochastische Vorstellungen fordern

von Andreas Biichter, Stephan Hulmann, Timo Leuders und Susanne Prediger

Jeder kennt Alltagssituationen, in denen der Zufall eine Rolle spielt und in denen al-
le Beteiligten ihre eigenen Vorstellungen vom Wirken des Zufalls haben. Der Stochas-
tikunterricht scheint auf diese Alltagsvorstellungen nur begrenzt Einfluss nehmen zu
konnen —woran liegt das eigentlich? In dem Artikel werden Erklarungen angeboten
und Hintergriinde beschrieben. Anhand konkreter Beispiele werden Hinweise gege-
ben, wie der Aufbautragfahiger stochastischer Vorstellungen konsequenter gelingen
kann. Dabei wird vor Allem fiir einen experimentier- und reflektionsintensiven Unter-

richt pladiert.
Stochastische Vor stellungen
im Alltag

@ Jan, Kathrin und Tom sind beim

~Mensch-Argere-Dich-Nicht in der heis-
sen Phase: Tom steht direkt vor dem Zidl,
Jan und Kathrin dagegen missen ihre ge-
rade geschlagenen letzten Figuren erst
wieder ins Spiel und dann noch ins Ziel
bringen, dann haben sie gewonnen.
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Jan wirft dreimal: Keine Sechs! Er muss
weiter darauf warten, dass er seine letzte
Figurins Spid bringendarf. ,, Dasist jaty-
pisch —wieder mal keine Sechs! Sechsen
kommen einfach nicht so oft."

Tom bendtigt nur noch eine Eins, dann
konnte er seineletzte Figur ins Ziel setzen
und hétte gewonnen. Stattdessen wirft er
eine Sechs — immerhin darf er noch ein-

mal wirfeln. Aber er bekommt eine Drei
und darf immer noch nichtinsZiel ziehen.
»Sechsen kann ich super, aber ich kriege
nie eine Eins, wenn ich sie brauche.”
Kathrin resigniert schon vor ihren drei
Versuchen, eine Sechs zu werfen: ,, Sonst
kann ich Sechsen immer gut, aber heute
habe ich kein Glick!*

Jeder kennt Alltagssituationen wie diese,
in denen der Zufall eine Rolle spielt und
indenen alle Betelligten ihre eigenen Vor-
stellungen vom Wirken des Zufallshaben.
Dieses Phéanomen ist keinesfalls auf Kin-
der beschrankt:

Viele Erwachsene studieren Woche fir
Woche Lottogtatistiken (z. B. unter http://
www.diel ottozahl en.de/stati stiksa.html)
und leiten daraus ihre ndchsten Tipps ab.
Dassdie,, Vierzig* im Jahr 2004 schon 13-
mal gezogen wurde, die ,, Acht“dagegen
nur 3-mal, ist fir einige Anlass, die be-
wéhrte ,,Vierzig“ zu bevorzugen. Andere
tippen nun eher die ,Acht’, denn dieist ja
mal wieder an der Reihe. Fiir solche Uber-
legungen erscheint es irrelevant, dass die
Lottokugeln dies ales nur wenig interes-
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Sochastische Vorstellungen entwickeln
sich beim Mensch-Argere-Dich-Nicht

siert. Das Mysterium um die Moglichkeit,
beim Lotto den Zufall vorherzusagen, hat
wieder Nahrung erhalten, seit professio-
nelle Tippgemeinschaften hthere Gewinne
versprechen. Dass sie nur haufig getippte
Zahlenkombinationen vermeiden und so
zwar nicht die Gewinnwahrscheinlichkeit,
daf Ur aber die zu erwartende Gewinnhthe
veréndern, hat sich noch nicht bel alen
Spielern herumgesprochen.
Wer mit seiner stochastischen Bildung
gegen all diese Lottospielenden einwen-
det, dassjede Strategie auf lange Sicht ge-
gen Vater Staat nur verlieren kann, ver-
kennt, dass der stochastisch zu erwarten-
de ,mittlere” Gewinn offensichtlich gar
nicht ausschlaggebend ist fur die Ent-
scheidung, Lotto zu spielen.
@ weiter entwickeln

Trotzdem fragt man sich, wieso

Erwachsene wie Kinder solche Vorstel-
lungen (iber dasWirken des Zufallshaben
und diese auch tagtéaglich anwenden. Ha-

Stochastische Vor stellungen

Guter Tipp? Schlechter Tipp? Egal?

ben sie im Stochastikunterricht etwa
nichts gelernt? Haben sie zu wenig oder
zu schlechten Stochastikunterricht genos-
sen? Oder betrachten sie die Situationen
vielleicht durch eine ganz andere Brille,
durch die ihre Uberlegungen so falsch
doch nicht sind?

Stochastische Prozesse sind ein typischer
Bereich, indem Menschen vorrangigihre
vorunterrichtlichen intuitiven Vorstellun-
gen nutzen, um aul3erschulische Situatio-
nen zu beurteilen, wahrend dieim Mathe-
matikunterricht angestrebten Vorstellun-
gen wenig aktiviert werden (vgl. Fisch-
bein 1987). Dabei verstehen wir hier unter
Vorstellungen individuelle Gedanken,
»Bilder", Meinungen oder Versténdnisse
Uber mathematische Inhalte oder be-
stimmte mathematisierbare Situationen.
Solche Vorstellungen kénnen nicht ein-
fach weitergegeben werden und sind auch
nicht etwas, das man besitzt wieman z. B.
eine Stereoanlage besitzt. Vielmehr wer-
den sie schrittweise in einem langwieri-
gen Prozess aufgebaut und permanent
modifiziert.

In der Stochastik scheint die Bedeutung
der vorunterrichtlichen Vorstellungen be-
sonders ausgepragt zu sein, weil die sub-
jektiven Erfahrungen beim Spielen (,,Ich
bekomme nie eine Sechs.") sehr prégend
sein kdnnen, lange bevor im Unterricht
systematisch Uber die Gesetzméaligkeiten
desZufallsreflektiert wird. Dabei kdnnen
sich Vorstellungen und Strategien ent-
wickeln, die sich aus fachlicher Sicht nur
partiell alstragféhig erweisen (vgl. Fisch-
bein 1975, Wolpers/Gotz 2002, S. 137 ff).
Naturlich konnte der Stochastikunterricht
diese Vorerfahrungen ausklammern und
»enfach noch mal von vorne anfangen®,

z. B. indem als Ausgangssituation fur die
Entwicklung fachlicher Begriffe nicht
vertraute Spiele genommen werden, son-
dern ,unbelastete” Situationen, wie das
didaktisch auf wenigeAspektereduzierte,
aber in der Realitdt so kaum auftretende
Urnenmodell. Sollen die Schulerinnen
und Schiler mithilfe ihres in der Schule
erworbenen Wissensjedoch auch alltégli-
che Zufallssituationen besser bewdltigen
koénnen, darf man den Alltag nicht aus-
sperren (vgl. Borovenik 1992, fur andere
mathematische Themengebietevgl. Leng-
nink/Peschek 2001). Man muss vielmehr
dafiir sorgen, dass die im Unterricht ent-
wickelten Vorstellungen auch im Alltag
aktivierbar sind:

In der Tageszeitung steht am Montag-
morgen: ,, Festzelt vom Blitz getroffen.
Besucher kamen mit dem Schrecken
davon.”

Mark meint: ,, Da gehe ich heute Abend
nicht mehr hin. Dasist mir zu gefahr-
lich!*

\erena ist Uberzeugt: ,, Da bist du doch
jetzt ganz sicher! Dass es an derselben
Selle noch mal passiert, ist doch extrem
unwahrscheinlich®

Peter erinnert sich an die Sochastikstun-
de: , Dasist doch unabhangig! Der Blitz
schlagt genauso unwahrscheinlich ein,
wie vorher!*

Waéhrend Peter auf das fachliche Konzept
»Stochastische Unabhangigkeit* zuriick-
greift, scheinen Marksund Verenas AuRe-
rungen Beispiele fir das Phénomen zu
sein, dass die im Unterricht entwickelten
Vorstellungen haufig nur im Unterricht
gut funktionieren, wahrend die im Alltag
entwickelten Vorstellungen weiterhin im
Alltag angewendet werden - beide beste-
hen nebeneinander, ohne dass man bei ih-
rer Verwendung den Eindruck hat, wider-
sprichlich zu handeln.

Will man im Unterricht beide Vorstel-
lungswelten konsequenter aufeinander
beziehen, so sollte man typische Vorstel-
lungen kennen, die Lernende mitbringen.

Welche Vor stellungen bringen

die Lernenden mit?

Typische stochastische Vorstel-
lungen, die die Schiller und Schiilerinnen
ausihrer Alltagswelt mitbringen, basieren
auf einem reichhaltigen Schatz an Erfah-
rungen. Die nachfolgende Beschreibung
(vgl. zusammenfassend auch Kasten 1) ist
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nicht ansatzweise vollsténdig (vgl. dazu
Déhrmann 2005), sie zeigt aber haufig be-
obachtbare Aspekte auf.

Im Alltag wird ein Ereignis auch as zu-
fallig bezeichnet, wenn es sehr selten auf-
tritt oder das Auftreten als aul3ergewdhn-
lich erlebt wird. Wir greifen auf den Zu-
fall as Erklarung zuriick, wenn wir ein
Ereignisnicht voraussagen bzw. sein Ein-
treten nicht erkléren kdnnen. Invielen Be-
reichen des téglichen Lebensist es niitz-
lich, in Ursachen und Wirkungen zu den-
ken. Dadurch hat sich das Bild einer kau-
salen Ordnung der Welt sozusagen in das
Denken eingebrannt. Dieses wird sogar
zur Erklérung herangezogen, wenn alltég-
liche Situationen beurteilt werden sollen,
die eigentlich stochastisches Denken ver-
langen, wie z. B. zur Einschétzung von
Waéhlerbefragungen oder Spielverlaufen
(vgl. Borovecnik 1992). Fallen bei einem
W irfel spiel bei spiel sweise hintereinander
immer wieder Sechsen, so vermuten vie-
le, dass mit jeder weiteren Sechsauch die
Wahrscheinlichkeit wachst, dassim néch-
sten Zug eine andere Zahl fallt. Mit dieser
Einschétzung wird unterstellt, dass es ei-
ne Gesetzmaidigkeit zwischen den einzel-
nen Wurfelereignissen gibt, die dafir
sorgt, dass alle Ergebnis , letztendlich®
gleich haufig auftreten. Noch offensicht-
licher findet man kausale Erkl&rungsmu-
ster, wenn stochastische Abhangigkeit
und bedingte Wahrscheinlichkeiten pro-
blematisiert werden.

Neben diesem Bedurfnis, in Ursache und
Wirkung zu denken, hat der Mensch eben-
falls eine besondere Vorliebe fir regel-
maldige Strukturen. Demgemald werden
unregelmaitige Muster eher dem Zufall
zugeschrieben als dies bei solchen Mu-
stern geschieht, bei denen eine gewisse
Struktur erkannt wird. Dass die Wurffolge
23412314 fur wahrscheinlicher gehalten
wird als beispielsweise die Folge 1122
3344, ist nur ein Beispiel unter vielen. Um-
gekehrt wird man aber auch miss-trauisch,
wenn man bei vorgeblich zufdligen Pro-
zessen auf Muster trifft. Wie viel Regel-
maldigkeit kann der Zufall Uberhaupt ,, zu-
falig* erzeugen?Intuitiv neigen wir dazu,
zuféllige Muster eher als gleichméidig
(wenn auch nicht regelmafiig) verteilt vor-
zustellen. Das Beispiel in Kasten 2 und 3
zeigt: Der Mensch hat keinen Zufallssinn.
Wie man dennoch einerational e Einschét-
zung von solchen zufélligen Verteilungen

PM Heft 4 | August 2005 | 47. Jg.

auch nicht erzwingen.

Einige Vorstellungen, die Lernende mitbringen

— Zufélige Ereignisse sind selten oder aulZergewdhnlich.

— Zufdlige Situationen und Konstellationen sind unstrukturiert.
— Zufdlige Ereignisse missen gleichméldig verteilt sein.

— Zufdlige Ereignisse treten unerwartet auf, sind unvorhersehbar.
— Fur zuféllige Ereignisse gibt es keine Ursache.

— Der Zufall 18sst sich nicht beeinflussen, nicht verhindern, aber

Kasten 1: Sochastische Vorstellungen, die Lernende mitbringen

Wie gut ist IThr Zufallssinn?

dann weiter in Kasten 3.

Kénnen Sie Mustern auf Anhieb ansehen, ob
sie durch einen Zufall zustande gekommen
sind, oder ob ein irgendwie geplantes Muster
vorliegt? Im Selbsttest kénnen Sie einmal
selbst die Rolle des Zufalls einnehmen. Fillen
Sieim abgebildeten 7 x 7 Raster auf moglichst
zuféllige Weise 6 Kastchen aus. Lesen Sie

112)f3]1#)[5]le][7]
HIREDEER
E|CIEIEIREE
23| ) | o 7|
25 oo ) o e
58] 7)) e ] o2
1] ] ] o

Kasten 2: Wie gut ist Ihr Zufallssinn? (nach Leuders 2004)

gewinnenkann, zeigt Strick in seinem Bei-
trag in diesem Heft am Beispiel von Er-
eigniswiederholungen.

Wenn man Lottoscheine ausfillt oder en-
gagiert ein Spiel spielt, méchte man gern
den Zufall in den Griff bekommen. Dazu
versucht man den Zufall zu beeinflussen.
Entweder fullt man den Lottoschein nur
an Tagen aus, an denen man schon in an-
deren Situationen ein gliickliches Hand-
chen hatte oder man denkt einfach nur
stark genug daran, dass eine Sechsfallt.
Ein zentraler Aspekt beim alltaglichen
Umgang mit Zufall ist die Bedeutung, die
bestimmte Ausgange in einer stochasti-
schen Situation fur das Individuum besit-
zen, was schon in den ersten Beispieleniin
diesem Beitrag sichtbar wurde. Die Uber-
schétzung von Ereignissen wie Flugzeug-
abstlirzen oder terroristischen Anschlagen
ist hier zu nennen. Je bedeutungsvoller,
desto présenter ist ein Ereignisim Denken
des Individuums. Aber auch Ereignisse,
die haufig erlebt wurden, kdnnen sehr
présent sein. Dies kann dazu fuhren, dass
die Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens zu
hoch eingeschétzt wird, weil Erlebnisse
aus speziellen Situationen auf andere
Situationen Ubertragen werden. Die Er-
fahrung, dass man auf einer bestimmten

Strecke mehrmalsin einem unptinktlichen
Zug sal3, kann dazu fihren, dass man der
Bahn generell Unplnktlichkeit zuschreibt.
@ Erfahrung durch reflektierte
Experimente
Dieangefuhrten Aspektelassen sich nicht
sinnvoll isoliert betrachten, sie zeigen
zum Teil sogar enorme Wechselwirkun-
gen. Davielevonihnen auf unreflektierte
Alltagserfahrungen zurtickgehen, muss
diesim Unterricht berticksichtigt werden.
Eine Konsequenz fur die unterrichtlichen
Zielsetzungen hat Herget (1997) plastisch
beschrieben:
»Wenn ich erfolgreich unterrichten will,
muss ich diese Vor-Einstellungen meiner
Schilerinnen und Schiiler ernst nehmen.
... Dagreifen die Ublichen geometrischen
Symmetrie-Argumentealleinviel zukurz.
... Dasist s0, as wirde man einen alten,
verwitterten, von Wind und Wetter ge-
zeichneten Fensterrahmen einfach nur
oberflachlich mit Farbe Uberstreichen:
Schnell ist der Lack ab. Es gilt hier wie
dort, zunéchst eine tragfahige, dauerhafte
Unterlage zu sorgen.
Eine solide Grundlage sind eigene, sorg-
faltig und bewusst registrierte, ausgewer-

Ansatz fur den Unterricht:
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Wahrscheinlich haben Sie eine
Konfiguration, wie diese erzeugt.
Dabei haben Sie darauf geachtet,
moglichst keine Regelméldigkeiten
zu erzeugen und die Kreuze gut Uber
das Feld zu verteilen.

dem 14.05.2005 und 18.06.2005
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Wie gut ist Ihr Zufallssinn? (Fortsetzung)
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Tatsachlich gezogene ,, zuféllige" Lottozahlen sehen in der Regel anders aus. Dies sind die Lottozahlen der Samstage zwischen
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Sie sehen: Bei zufalligen Anordnungen sind Haufungen eher die Regel als die Ausnahme! Diese Selbsterfahrung kann zum
Ausgangspunkt fir eine unterrichtliche Erkundung werden.
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Kasten 3:

tete und reflektierte Untersuchungen (Ex-
perimente). ... Ich muss.... den Schilerin-
nen und Schilern Zeit lassen, neue, ande-
re, bewusste Erfahrungen mit dem Zufall
zu machen. Nur so sind die emotional ge-
prégten und damit tief verwurzelten, un-
bewussten Vor-Einstellungen aufzuwei-
chen" (Herget 1997, S. 4f)

Ziel des Stochastikunterrichts musses al-
so sein, die viefatigen Alltagserfahrun-
gen im Unterricht durch kontrollierte Er-
fahrungen zu erganzen und dadurch eini-
ge vorunterrichtliche Vorstellungen in
Frage zu stellen: Wer nach (nattrlich ar-
beitsteiligem) 10.000-maligem Wirfeln
dartber nachdenkt, ob die Sechsvielleicht
doch keine Sonderolle spielt, 18sst sich
leichter von dem Symmetrieargument
Uberzeugen. Deswegen gelten breite ex-
perimentelle Erfahrungen as zentrale
Forderung an den frilhen Stochastikunter-
richt (am besten bereits in der Grund-
schule, vgl. Winter 1976). Dies ist ein
Weg, wie fachlich nicht tragfahige
»primérelntuitionen” durch fachlichtrag-
fahigere ,sekundére Intuitionen* Uber-
formt werden kénnen (vgl. z. B. Fischbein
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1975, Borovcnik 1992). Dabei sollte aber
berticksichtigt werden, dass solche Expe-
rimente die Lernenden zwar davon Uber-
zeugen konnen, dass es lohnenswert ist,
sich mit einer anderen Sichtweise ausein-
ander zu setzen, sie kdnnen die erzeugten
Phénomene aber nicht erkléren.

Gerade in dem Vergleich von hochsym-
metrischen Zufallgerdten (z. B. Wirfel)
und weniger symmetrischen Zufallsgeré
ten (z. B. Reil3&zwecken oder Riemerqua-
der) liegt eine viel versprechende Mdg-
lichkeit, die individuellen Vorstellungen
zu hinterfragen. Wenn die Schilerinnen
und Schiler in einer Spielsituation zwi-
schen verschiedenen Zufallsgeréten das
Beste fur ihren néchsten Wurf auswéhlen
sollen, dann miissen sie die mit dem je-
weiligen Zufalsgerdt verbundenen Ge-
winnchancen einschétzen. Stehen ver-
schiedene Zufallsgeréte zur Auswahl,
dann sind léngere Versuchsreihen not-
wendig, die den Erfahrungsraum hin-
sichtlichder, Sechs’ vergroliern (vgl. z. B.
das Cubus-Spiel in Hul3mann 2003 oder
Riemer 1991). In diesem Heft zeigt Jan
Miuller am Beispiel der Augensumme

zweier Wirfel in sehr anschaulicher Wei-
se, wasfur einlanger Prozessdes Ringens
dies sein kann, und wie erst durch diese
intensive Beschéftigung tatséchlich Ver-
stdndnis fur die fachlich adaguate Sicht

aufgebaut wird.
Vor stellungen gegeniiber
stellen

Die Stochastik steht den empirisch ausge-
richteten Naturwissenschaften sehr nahe.
Bel beiden geht es vornehmlich darum,
reale Situationen zu modellieren, und Ex-
perimente, Simul ationen und Stichproben
Zu nutzen, um Modellierungen und Hypo-
thesen auf die Probe zu stellen. Insofern
koénnen wir aus den naturwissenschafts-
didaktischen Ansétzen zur tragfdhigen
Verknupfung von Alltagsvorstellungen
und fachlichen Vorstellungen Einiges ler-
nen (vgl. z. B. Duit 1993).

Estut dem Mathematikunterricht —insbe-
sondere im Bereich der Stochastik — gut,
der naturwissenschaftlichen Experimen-
tierfreude maldvoll nachzueifern, doch
zeigt uns die Naturwissenschaftsdidaktik

Ansatz fiir den Unterrricht:
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ebenfalls, dass es mit dem Experimentie-
ren allein oft nicht getan ist. Zwar reicht
in einigen Falen das Herbeiflihren eines
kognitiven Konflikts aus, um vertraute
Vorstellungen abzul6sen, in vielen ande-
ren Fallen bleiben diese aber trotz der Ein-
sichtinihre Begrenztheit neben den fach-
lichen Vorstellungen bestehen. Es ist da-
her keinrealistisches Ziel desUnterrichts,
dieim Alltag durchaus bewahrten vorun-
terrichtlichen Vorstellungen vollstandig
»ausmerzen“ zu wollen. Stattdessen soll-
ten beide in einer nitzlichen Koexistenz
miteinander verkniipft werden. Ziel ist es,
die tragféhigen intuitiven Argumente
durch schlissigefachliche Sichtweisen zu
bereichern.

Um dies zu erreichen, miissen fachliche
und alltagliche Vorstellungen explizit ge-
geniuibergestellt und die Ursachen der
Diskrepanzen thematisiert werden. Be-
trachten wir dazu ein Beispiel:

Selbst am Endeeiner Stochastikvorlesung
argumentieren Studierende héufig wie
Anja

»Ichweild ja, dass es beim Roulette nach
zehnmal Rot gleich wahrscheinlich ist,
dassdanach rot oder schwarz félt - dasist
ja stochastisch unabhangig. Aber trotz-
dem waurde ich auf schwarz setzen, das
scheint mir einfach sicherer, schliefdlich
muss jalangfristig rot und schwarz gleich
haufig sein.”

Anja befindet sich in der durchaus typi-
schen Situation, dass altagliche Intuition
und erworbenes Fachwissen auseinander
klaffen. Selbst routinierten Stochastike-
rinnen und Stochastikern legt die Intuiti-
on zuweilen wider besseres Wissen nahe,
beim zehnmaligen Werfen einer Miinze
den konkreten Ausgang KZZKKKZKKZ
zunéchst fur wahrscheinlicher zu halten
als KKKKKKKKKK. Sie wissen, wenn
sieden Vorgang fachlich reflektieren, dass
alleAusgange gleichwahrscheinlich sind.
Dennoch neigen auch sie dazu, den ersten
Ausgang als typischer und damit al's héu-
figer anzusehen, al so prototypisch zu den-
ken, wie esim Alltag héufig und niitzlich
ist.

Auch bei gut ausgebildeten fachlichen
Vorstellungen existieren Alltagsvorstel-
lungen weiter, wie eine Schicht unter ih-
nen. Sie kénnen auch nach langjahriger
und eingehender Auseinandersetzung mit
dem Fach hervorschimmern und uns ver-
unsichern, vielleicht sogar aufs Glatteis
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fuhren. Eine explizite Gegenilberstellung
wird fruchtbar, wenn siedie Reflexion der
Diskrepanzenins Zentrum riickt und kann
beim obigen Beispiel so aussehen:

» Nun ja, natirlich haben beide konkreten
Ausgénge die gleiche Wahrscheinlichkeit.
Jeder konkrete Ausgang hat ja die Wahr-
scheinlichkeit 271,

Warum glaubeich trotzdem, dass der ers-
te dargestellte Ausgang wahrscheinlicher
ist? Er sieht einfach , zufalliger aus.
Wenn man fragt, ob zehnmal Kopf oder
sechsmal Kopf wahrscheinlicher ist, so
ware sechsmal Kopf dierichtige Antwort.
Vielleicht habe ich gar nicht den konkre-
ten Ausgang angeschaut, sondern nur ge-
sehen, dass sechsmal Zahl gefallen ist.
Es gibt ja noch viel mehr Ausgange mit
sechsmal Zahl. Und an all diese habeich
gedacht statt nur an den einzelnen.

Auf diese Wel se entsteht ein Wechsel spiel
zwischen vorunterrichtlichen Alltagsvor-
stellungen und fachwissenschaftlich an-
gemessenen Vorstellungen. Sicherlich
wird es nicht gelingen, Alltagsvorstellun-
gen generell durch fachlich haltbare Vor-
stellungen zu modifizieren. Die kritische
Auseinandersetzung mit verschiedenen
Vorstellungen und ihren Widerspriichen
kann aber dazu beitragen, dass Vorstel-
lungen auf jedem Niveau weiter ent-
wickelt werden.

Abb. 1: Verschiedene Erklarungsansétze flr Setzentscheidungen und Wir fel ergebnisse

Maglichkeiten zahlen: ,Ich hab mich
fiir die 7 entschieden, weil da sind
sechs Madglichkeiten, und bei den an-
deren sind es immer nur fiinf oder drei
Maglichkeiten. Und die 7, die kann man

gut wiirfeln.”

Individuelle Bedeutsamkeit anfiihren:
».Dann hab ich ja hier mehrmals im
zweiten Spiel die 8 geworfen. Und ich
wei auch schon warum. [...] Weil ich
bin am 16. 8. geboren.”

» Fehl“-Vor stellungen oder
berechtigte Per spektiven?

—Ein Beispiel
Wer dieses Gegeniiberstellen von fachli-
chen und individuellen Vorstellungen und
die Suchenach Ursachen fur Diskrepanzen
wirklich ernst nimmt, wird oft bemerken,
dasshinter denvermeintlichen,, Fehl“-Vor-
stellungen der L ernenden durchaus plausi-
ble Perspektiven stehen kénnen. Betrach-
ten wir das folgende Beispidl aus einem
Forschungsprojekt zu Argumentationsstra-
tegien beim Spid ,, Die Siedler von Catan”,
bei dem die Augensumme von zwei W(ir-
feln gesetzt werden muss (vgl. Prediger
2005):
» Auch wenn die 8 wahrscheinlicher ist,
sie kommt ja trotzdem nicht, guck!
Dann nehme ich lieber gleich meine
Gliickszahl 12.“
Wiesoist esim Stochagtikunterricht so we-
nig gelungen, das Konzept der Wahr-
scheinlichkeit as strategische Hilfe fur
Auswahlentscheidungen in auRerschuli-
schen Zufallssituationen zu vermitteln? In
einem dazu untersuchten Unterricht konn-
ten diese grundsétzlichen Zweifel an der
Sinnhaftigkeit von Wahrscheinlichkeits-
Aussagen sehr leicht bei seite gerdumt wer-
denund alle L ernenden schienen zuwissen,
dasshier Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen
anzustellen sind. Woher also kommt diese
Diskrepanz zwischen der Selbstverstand-
lichkeit, mit der Wahrschein-lichkeitskon-
zepte im Stochastikunterricht nach nur we-

Auf , Erfahrungen” berufen:

.Wenn wir ein Spiel oder so was spie-
len, habich mitder 5immer schon sehr

viel Gliick gehabt.”

Mit Erreichbarkeit begriinden:

kann man zwei Dreien kriegen.”

,Flr 6 kann man ne Fiinf und ne Eins
kriegen’. Und ne Eins ist schwerer|...],
wenn man Schwein gehabt hat, dann

Beeinflussen: ,Manchmal, hab ich
ganz doll gedacht, oh man, jetzt brauch

ich unbedingt ne 6, und es war ne 6.”
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Fachliche Lerner-
Perspektive: perspektive:
Aufmerksamkeit Aufmerksamkeit
. —

auf lange Sicht

Bspl. Maglichkeiten
zdhlen

Ich hab mich fiir die 7 entschieden, weil
da sind sechs Madglichkeiten, und bei
den anderensind es immer nur fiinf oder
drei Mdglichkeiten ... (Je mehr Madg-
lichkeiten, desto groBer die Wahr-
scheinlichkeit)

auf Einzel-Ergebnis

Bspl. Bedeutsamkeitsansatz

Dann hab ich ja hier mehrmals im zwei-
ten Spiel die 8 geworfen. Und ich weil}
auch schonwarum.[...] Weilich binam
16. 8. geboren

Abb. 2: Fehlvorstellung oder berechtigte Perspektiven? We fachliche Scht und Ler-

nersicht ausei nandergehen kénnen.

nig Vorlauf aktiviert werden und der Ent-
schiedenheit, mit denen siez. T. aul3erhalb
des Unterrichts abgelehnt werden?

Um dieser Frage néher zu kommen, wur-
den Spielinterviews mit Kindern aus
Klasse 5 gefiihrt mit dem Ziel herauszu-
finden, wie die Kinder wohl ihre Wiirfel-
ergebnisse und ihre Setzentscheidungen
in Spielsituationen auRerhalb des Mathe-
matikunterrichts erkl&ren wiirden.

Die Kinder aufferten innerhalb eines In-
terviews sehr unterschiedliche Erkl&rungs-
ansétze fir die Wurfelergebnisse und ihre
Setzentscheidungen (vgl. Abb. 1), in de-
nen sich die oben genannten Alltagsvor-
stellungen wieder finden. Insbesondere
Erkl&rungen, nach denen die Situation be-
einflusst werden kann und einzelne Zah-
len besondere Bedeutung besitzen, wur-
denimmer wieder angebracht (&hnlich bei
Malle/Malle 2003, Wollring 1994).
Haufig werden einige dieser Ansétze as
schnell zu tberwindende Fehlvorstellun-
gen betrachtet. Nimmt man siejedoch als
Teil des individuellen Erfahrungsfeldes
der Schilerinnen und Schiler ernst, so
muss man wenigstens nach der Berechti-
gung dieser Perspektiven fragen.
Betrachtet man die Aussagen derjenigen
Kinder genauer, fir diedieindividuelle Be-
deutsamkeit des Wurfelergebnisses im
Vordergrund steht, so fallt auf, dass diese
Kinder ihre Aufmerksamkeit auf die Prog-
nose des Einzelergebnisses richten. Zwar
gibt auch hier der von der Laplace-Wahr-
scheinlichkeit geleitete Ansatz des Mog-
lichkeiten-Z&hlens das rein mathematisch
besser begriindbare Mal3der Erwartung an,
doch erhélt dieser Ansatz seine eigentliche

6

prognostische Kraft mit grofRerer Sicher-
heit erst auf 1&ngere Sicht. Der Bedeutsam-
keitsansatz dagegen liefert fir das Einzel-
ergebnis einen geeigneteren subjektiven
Erwartungswert, wenn man die unter-
schiedlichelebensweltliche Bedeutung der
einzelnenAusfédlemit einbezieht. Indieser
breiteren Perspektive ist der Bedeutsam-
keitsansatz nicht weniger angemessen as
der Ansatz des Moglichkeiten-Zahlens.
Auch die zu Beginn desAbschnitts zitierte
Einschétzung zur Bedeutung der Gliicks-
zahl 12 ist durchaus schltissig, wenn Kin-
der ihre Aufmerksamkeit auf die Prognose
des Einzel ergebnisses richten.

Eine stochastische Betrachtung der Situati-
on gewinnt also vor alem auf lange Sicht

ihre Kraft, und nur wer den Unterschied
zwischen kurzfristiger und langfristiger
Perspektive explizit begreift und die Gren-
zender reinmathematischen Sichtim Blick
hat, wird versténdig mit Wahrscheinlich-
keitskonzepten, z. B. in Spielsituationen,
umgehen kénnen. Hefendehl-Hebeker hat
dieses wesentliche Charakteristikum der
Stochastik so auf den Punkt gebracht:
LDer Zufall ist im Einzelfall nicht kalku-
lierbar. Auf lange Sicht hat er jedoch in
gewissem Sinn Methode. Diese Einschét-
zung zu prézisieren gehort zu den Aufga-
ben einer Einflhrung in die Stochastik."
(Hefendehl-Hebeker 2003, S. 13)
Esist letztlich das empirische Gesetz der
grolRen Zahlen, das erkléart, wieso wir
Uberhaupt sinnvoll stochastische Betrach-
tungen anstellen kénnen in Situationen,
die im Einzelfall nicht kalkulierbar sind.
Esbeschreibt den Sinn und die Vorausset-
zung, aber auch die Grenzen stochasti-
scher Betrachtungsweisen. Dieseskannin
reflektierten Experimenten erfahrbar ge-
macht werden (s. 0.), doch muss dariiber
hinaus der Perspektivwechsel auch expli-
zit thematisiert werden.
prozessexplizieren

.@ Was lernen wir aus diesem Bei-

spiel ? Eine Kernbedingung fur die Akti-
vierung stochastischer Uberlegungen in
auf¥erschulischen Kontexten scheint also
Zu sein, den Perspektivwechsel von der

Per spektivwechsel im Lern-

Abb. 3: Aufgabe zur Thematisierung des notwendigen Perspektivwechsels und ihre

Bearbeitung durch eine Sebtklasslerin

der Zufall.”
Hanna:

Nimm Stellung!

obiy

4) Wieso machen Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeit tiberhaupt Sinn?

Katharina: ,, Jetzt habe ich das ganze Spiel auf die wahrscheinlichste Zahl gesetzt, und habe doch
verloren! Irgendwas mussich falsch gemacht haben.*

Thomas: ,Was nutzt mir die ganze Rechnerei mit der Wahrscheinlichkeit. Davon kann ich auch
nicht sagen, auf wasich in der néchsten Runde setzen soll, denn dann entscheidet jadoch

»Aber langfristig hilft dasja schon, wenn man sich mit Wahrscheinlichkeiten auskennt,
denn auf lange Sicht hat der Zufall eben doch Methode.

Wasmeinst Du zu dem, was K atharinaund Thomas sagen? Was meint wohl Hannamit ihrem Satz?
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Thema P

Prognose des Einzel-Ergebnisses zur lan-
gen Sicht zu vollziehen. Das ist notwen-
dig, wenn Schilerinnen und Schiler trag-
fahige Vorstellungen aufbauen sollen.

Zu erleben und zu verstehen, dass und
wie der Zufall auf lange Sicht Methode
hat (s. 0.), ist also ein wichtiger Lernge-
genstand fur eine Einfihrung in die Sto-
chastik. Dies erscheint auf der einen Sei-
te selbstverstandlich, andererseits zeigt
ein Blick in die gangigen Schulblcher,
dass er an vielen Stellen keine hinrei-
chend explizite Rolle zu spielen scheint.

Alskonkreten Vorschlag fur dielnitiierung
von Reflexion tiber den notwendigen Pers-
pektivwechsel in der Unterrichtspraxis
ist eine mogliche Aufgabe (und die Ant-
wort einer Siebtklasslerin) in Abb. 3 ab-
gedruckt (vgl. Prediger 2005). Im An-
schluss an eine Unterrichtsphase mit vie-
len Experimenten, Spielen und Reflexion
von Strategieentschei dungen wurden hier
die gegensétzlichen Perspektiven als Po-
sitionen unterschiedlicher Kinder greifbar
gemacht und somit kommunizierbar, oh-
ne auf einer Meta-Ebene abstrakt dartiber
sprechen zu miissen.

Dieindrei Etappen geschriebeneAntwort
einer Siebtklasslerin zeigt, dass solche
Aufgaben (Abb. 3) einen guten Anlasslie-
fern kdnnen, Uber diese Aspekte nachzu-
denken. Zunéchst hat sie 8hnlich wievie-
leihrer Klassenkameraden der kurzfristi-
gen Perspektive recht gegeben, doch dann
im Bearbeitungsprozess selbst ihre Ge-
danken weiter entwickeln konnen, die er-
ste Antwort durchgestrichen und weiter
geschrieben. Im dritten Zugriff ist der
letzte Satz entstanden, der eine gewisse
Bewusstheit fur die Widerspriichlichkeit
der Problematik dokumentiert. Somit hat
die Schilerin im Zuge der Auseinander-
setzung mit dieser Aufgabe situationsbe-
zogen den gesamten Perspektivwechsel
samt der Reflexion seiner Ambivalenz

einmal durchlaufen.
g Was bedeutet all diesfir die Un-
terrichts-praxis? Wie sollten
L ernarrangements gestaltet sein, die den
Aufbau stochastischer Vorstellungen un-
terstitzen? Darauf lassen sich natirlich
keine rezeptartigen Antworten geben,
denn ebenso vielschichtig wie das Feld
der Vorstellungen sind die Strategien zu
ihrer Weiterentwicklung, Lernarrange-

Fazit
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mentssollten aber injedem Fall dieinKa
sten 4 zusammengefassten folgen.

Didaktische Leitideen fiir einen vorstel-
lungsorientierten Stochastikunterricht

e Alltagsvorstellungen ernst nehmen und
zum Ausgangspunkt des Lernens machen
(erfordert Situationen, die diese Ankniip-
fung ermdglichen),

* breite Erfahrungsmdglichkeiten
durch Experimente schaffen,

e Erlebnisse durch Experimente systema-
tisch reflektieren, um mitgebrachte Vor-
stellungen zu iiberdenken,

e individuelle und fachliche Vorstellungen
gezieltgegeniiberstellen und Ursachen fiir
Diskrepanzen finden und

* notwendige Perspektivwechsel explizit
machen.

Kasten 4

Als Beispiele fur solche Lernarrange-
ments enthalt dieses Heft zum einen ex-
perimentierintensiven Unterricht. Dazu
zdhlen auch Spiele mit stochastischem
Gehalt, wiez. B. das Spiel, das as Beila
ge in der Heftmitte abgedruckt ist. Zum
anderen braucht es einen refl ektionsinten-
siven Unterricht, in dem Schillerinnen
und Schiiler ihre Vorstellungen aktiv ein-
bringen und miteinander dartiber ins Ge-
spréch kommen kénnen. Alle Beitrageim
Thementeil dieses Heftes weisen diese
beiden Merkmale auf, jeweils mit unter-
schiedlicher Schwerpunktsetzung.

In diesen Beispielen stehen Phdnomene
im Vordergrund, die zuné&chst keine grofie
lebensweltliche Bedeutsamkeit haben,
sondern mit klassischen Objekten der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie Wiir-
feln oder Minzen, auskommen. Dies war
jeweils eine bewusste Wahl, da so direkt
die Wahrscheinlichkeitsphdnomene in
den Blick genommen werden kdnnen und
keine Aufmerksamkeit auf Fragen des
Kontextes verwendet wird.
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