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Ausbildungscurriculum IQ.SH 7 ¥

Ziel: Die LiV durchlaufen die Planungsphasen eines kdnnen, visualisiert. Es wird anhand der Modelle
Unterrichts, der in die metrische Geometrie in der aufgezeigt, dass ein geometrisches

Sekundarstufe Il (als Beispiel fur die Leitidee Abstandproblem auf verschiedene Weisen gelost
Messen) einfihrt. Sie entwickeln schiilergerechte werden kann. Auf die Dokumentation von
Zugange zum Skalarprodukt und zum Lésungswegen in der Geometrie wird eingegangen.

Vektorprodukt und erkennen den Nutzen der
geometrischen Interpretationen dieser
Verknupfungen zur Losung von typischen
Fragestellungen aus der analytischen Geometrie.

Zur Visualisierung wird ebenfalls das dynamische
Geometrieprogramm Geogebra verwendet

Diese Aufgabenstellungen werden durch geeignete
Modelle, die SuS wahrend des gesamten
Unterrichts zur analytischen Geometrie begleiten

Das Ausbildungscurriculum im Fachportal: https://fachportal.lernnetz.de/Ausbildung.html



https://fachportal.lernnetz.de/Ausbildung.html

Ausbildungstag

08:15

08:55
11:00

13:00

16:00

Block 1 Begrifung, Organisation
Bericht aus der Unterrichtspraxis (Formel 1)

Unterrichtsstunde mit Besprechung

Block 2 EinfUhrung in die Vektorrechnung, Produkte
Mittagspause

Block 3 Fortsetzung

Kaffeepause

Block 4 Modelle: Lagebeziehungen und Abstande
Abschluss

IQ.SH & ¥



Unterrichtshospitation — vorab



Unterrichtshospitation IQ.SH & ¥

Was soll ich beobachten?

4 ) -
( Familie
Lehrperson @ Strukturelle Merkmale (Schicht, Sprache,
Kultur Bildungsnahe)
\ @ Prozessmerkmale der Erziehung und Sozialisation
@ Fachliche, ("
didaktische, Unterricht
diagnostische (Angebot) - N\
und Klassen- Lernpotenzial
fuhrungskompetenz . @ Vorkenntnisse, Sprache, Intelligenz, Lern- und
@ Prozessqualitat . .
i _ . Gedachtnisstrategien
@ Padagogische es tntemcnts @ Lernmotivation, Antrengungsbereitschaft, Ausdauer,
Orientierungen Selbstvertrauen
@ Qualitat des \_ J
@ Erwartungen Lehr-Lern Materials
und Ziele
4 L ) 4 )
o: ' Lernaktivitéiten Wirkungen
ngagemen (Nutzung) (Ertrag)
@ Geduld . ) @ Aktive Lemnzeit @ Fachliche und
im Unterricht fachlbergreifende
Kompetenzen
@ AuBerschulische
" . Lernaktivitaten i i
( Unterrichtszeit ) \zrzﬁ'es:"sme
- Y - y, - J Y,
Kontext
@ Kulturelle @ Regionaler @ Schulform, @ Klassen- @ Didaktischer @ Schulklima,
Rahmen- Kontext Bildungsgang zZusammen. Kontext Klassenklima

bedingungen setzung Helmke (2007) 6




Unterrichtshospitation
Was soll ich beobachten?

Sichtstrukturen 4
Sozialformen

Organisationsformen

kognitive
Aktivierung

strukturierte
Klassenfuhrung

konstruktive
Unterstutzung
Tiefenstrukturen

IQ.SH & ¥

https://www.spektrum.de/news/bildung-die-wichtigsten-bedingungen-
fuer-einen-guten-unterricht/2173203



Unterrichtshospitation IQ.SH & ¥

Was soll ich beobachten?

Kognitive Aktivierung Durchgangigkeit

Aktive Lernprozesse anregen Langfristiges Lernen ermoglichen

Lernenden-Orientierung Verstehensorientierung
& Adaptivitat

Lernstande aufgreifen

&

e

Konzepte, Strategien und
Verfahren grundlegen

Konstruktive Unterstlitzung Klassenfuhrung

Kommunikationsforderung
Uber Mathematik sprechen

Holzépfel et al. (2024)



Unterrichtshospitation IQ.SH & ¥

Worauf muss geachtet werden?

— Handys ausschalten!

— Kein Essen/Trinken/Kaugummi!

— Keine Gesprache! Seien Sie vorbildlich,
— Nicht helfen! respektvoll und passiv!

— Keine Photos!

— Machen Sie sich geeignete Notizen, um im
Anschluss eine Rickmeldung geben zu konnen!



Unterrichtshospitation — danach



Unterrichtshospitation IQ.SH & ¥
Nachbesprechung

Feedback
- Nehmen

Offenheit vs. el
Verteidigungshaltung i

ignorieren

Selbstreflexion vs. "Danke" sagen vs.
"alles wie immer" "bist Du endlich fertig?"

https://teamentwicklung-lab.de/feedback-regeln

Ziel ist immer eine Reflexion des eigenen Unterrichts!
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Unterrichtshospitation IQ.SH & ¥

Beschreiben Sie, ob bzw. inwieweit lhre Hauptintention erfullt wurde. Erlautern Sie
lhre Entscheidung anhand konkreter Handlungen/Ergebnisse der Lernenden.

Nennen Sie die wesentlichen Planungsentscheidungen lhrer Stunde.

Beschreiben Sie die Aspekte der Stunde, die planmasBig verliefen und erlautern Sie
Planungsabweichungen.

Beurteilen Sie retrospektiv, welche Planungs- und Durchfuhrungsentscheidungen
richtig waren und was Sie beim nachsten Mal anders machen wurden. Benennen Sie
konkrete Handlungsalternativen.

12



Organisatorisches



Module und Beratungen IQ.SH & ¥
Termine SJ 2025/2026

Terminubersicht Mathematik (S1) Kruger 2. Hj. 2025/26

VORPLANUNG Ausbildungsveranstaltungen

f Uhrzeit Ort LV

. 04.02.2026 AV online

. 04.03.2026 | AV Katharineum zu Libeck Herr Salmanli
P 15.04.2026 | AV Leibniz-Gymnasium Bad Schwartau Frau Dmoch
L 13.05.2026 AV BvS Geesthacht Herr Danker

[ ____________ 10.06.2026 | AV MDG Mélin Herr Meyer
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Ausbildungsberatung
Ablauf

Vorbere

Exabis ePortfolio / Geteilte Portfolios
Exabis ePortfolio

Warum ePortfolio Mein Lebenslauf

Meine Portfolio Artefakte

Meine Portfolios Geteilte Portfolios Geteilte

I 1 1 1
1 11 1!
| 11 1!
| I |

Tag x-3 1 X+n+l
! 1! Kurs: 1!
I 11l 1!
1 11 1!
| H Dieser Kurs H
: I Kein freigegebenen ePortfolios gefunden ] :

Einladun - :
: ¥ andere Kurse 1:§I
. | |

LIV 1 / : 1 AD ' Amrei Sophie Dmoch (1) 1
I | |
| L X
1 11 1!
| | ’ o |
| o) : | CR Carsten Ruder (1) : |
| hal 11 1
I 11 1!

M : V : : VS ' Viona Schick (1) : :
1 11 1!
| 11 1!
| 11 E |
1 ' CS ' Carl Friedrich Schwenke (1) 1!
| | |
% X L \%
| V 11 1

Stl_ : : : NwW ' Nina Winter (1) : : ; O o
| 1\ ) |
A\ _’ M __ R 7 N 7’ M ___

LiV = Lehrkraft im Vorbereitungsdient; M = Mentor; StL = Studienleitung

nachste
Beratung

Exabis  —> Portfolio

nachste
Beratung

16



Ausbildungsberatung IQ.SH & ¥

zusatzlicher Termin

Ein zusatzlicher Termin ist moglich, machen Sie davon gerne Gebrauch!

17



Geometriespiel Formel 1
Einstieg in die analytische Geometrie
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Gardner, M. {1973); Mathematical Games. Sim, Chomp-and Race Track: new games for the intellect, In: Scientific American .
lhlemann, C., IQSH, Kiel -




Formel 1 |Q.SH & ¥

Spielregeln

Markierung

Die Position eines Autos wird am Ende einer jeden Spielrunde mit M

einem neuen Kreuz auf einem Gitterpunkt markiert. Jeder Spieler
markiert in einer Runde die Fahrstrecke zu dieser Position mit einem
Pfeil.

Gardner, M. (1973): Mathematical Games. Sim, Chomp and Race Track: new games for the intellect. In: Scientific American.
lhlemann, C., IQSH, Kiel



Formel 1 |Q.SH & ¥

Spielregeln

2. Fahren

Verdoppelt man diesen Pfeil, so erhalt man den Orientierungs-gitterpunkt CPK
fur die nachste Spielrunde. Dieser ist ein mogliches Ziel fir die folgende
Spielrunde.

In direkter Nachbarschaft zu diesem Orientierungsgitterpunkt gibt es
zudem acht weitere Ziele fur die folgende Spielrunde.

Der Spieler muss nun zu einem dieser neun Gitterpunkte fahren.
Er zeichnet einen Pfeil zu seiner neuen Position und markiert diese mit
einem weiteren Kreuz. Hiernach fahrt der nachste Spieler.

Gardner, M. (1973): Mathematical Games. Sim, Chomp and Race Track: new games for the intellect. In: Scientific American.
lhlemann, C., IQSH, Kiel



Formel 1 |Q.SH & ¥

3. Verlassen der Rennstrecke

Manchmal kommt ein Spieler von der Rennstrecke (weil}) ab und landet im /
Sandbett. 7<
/

Im Sandbett kommt ein Auto nur mit der minimalen Geschwindig-keit _‘,
voran. In der nachsten Runde darf er nur Gitterpunkte in der direkten
Nachbarschaft zu seiner Position wahlen. 4
Der Spieler muss solange mit der minimalen Geschwindigkeit weiterfahren, ’)(/
bis er die Rennstrecke wieder erreicht. /

/

Gardner, M. (1973): Mathematical Games. Sim, Chomp and Race Track: new games for the intellect. In: Scientific American.
lhlemann, C., IQSH, Kiel



Formel 1 |Q.SH & ¥

Spielregeln

4. Kollisionen sind verboten

Ist ein Gitterpunkt von einem Mitspieler besetzt, so muss der Spieler, der
an der Reihe ist, ein anderes Ziel aus den neun Gitter-punkten wahlen.
Unter Umstanden muss der Spieler dann ins Sandbett fahren.

Vektorpfeile von anderen Spielern dirfen Gberfahren werden. Von anderen
Mitspielern verlassene Gitterpunkte kdnnen angefahren werden.

Gitterpunkte, auf denen andere Mitspieler aktuell stehen, dirfen aber nicht
uberfahren werden.

Gardner, M. (1973): Mathematical Games. Sim, Chomp and Race Track: new games for the intellect. In: Scientific American.
lhlemann, C., IQSH, Kiel



Formel 1 |Q.SH & ¥

5. Spielstart

Vor Spielbeginn wahlt jeder Spieler einen Gitterpunkt auf der Startlinie als /{ /
Startposition. In der ersten Runde startet jeder Spieler mit der |
Minimalgeschwindigkeit. Start

6. Spielende

Gewonnen hat der Spieler, der die Ziellinie als erstes von der richtigen Seite
durchfihrt. Uberfahren in einer Runde zwei Spieler die Ziellinie, so haben
beide gewonnen.

Gardner, M. (1973): Mathematical Games. Sim, Chomp and Race Track: new games for the intellect. In: Scientific American.
lhlemann, C., IQSH, Kiel



Formel 1
Einstieg in die Analytische Geometrie

lhlemann, C., IQSH, Kiel

Die geometrische Theorie:

1. Wir beschreiben z.B. die
Verschiebung l;_‘,? der Autoposition

von E nach F durch den Vektor

7 = (2) . Gib die zu den folgenden

Verschiebungen gehdrenden

Vektoren an.

V-
HI

33
! | , 1 Vi,
j A ! LM
: i . | 11 !

2. Existieren Verschiebungen mit den gleichen zugehdrigen Vektoren?

3. Definition:

IQ.SH =& ¥
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Formel 1
Vector Racer
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https://harmmade.com/vectorracer/

Leitidee Messen




Vorbereitung IQ.SH & ¥

Messen und andere Leitideen

In den Fachanforderungen Mathematik Sekundarstufe Il steht: , Die Leitidee ‘
,Messen” ist in besonderem MaRe mit anderen Leitideen verknlpft.” Finden Sie ’ '
mithilfe der Fachanforderungen mindestens drei Beispiele, um diese Aussage zu
belegen.

o

28



Vorbereitung

,Messen”in der Sek. Il ist etwas anderes als in der Sek. | — Sie wissen das, aber
fur Schiler*innen oder Eltern ist dies nicht so intuitiv. In den Bildungsstandards
der KMK steht:

,Diese Leitidee erweitert das Bestimmen und Deuten von GrofSen aus der
Sekundarstufe | um infinitesimale, numerische und analytisch-geometrische
Methoden. Dies betrifft sowohl funktionale GréRen wie Anderungsraten und (re-
)konstruierte Bestande als auch Grof8en im Koordinatensystem wie
WinkelgréfRen, Langen, Flacheninhalte und Volumina. Weiter umfasst die
Leitidee stochastische KenngroRen, die als Ergebnisse von Messprozessen im
weiteren Sinne aufgefasst werden.” (KMK, 2012, S. 19)

Erldutern Sie dies einer Abiturientin/einem Elternteil adressatengerecht. Stiitzen
Sie lhre Ausfiihrungen mit Beispielen aus den Fachanforderungen.

IQ.SH & ¥
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EinfuUhrung in die Vektorrechnung



Vektor |Q.SH & ¥

Was ist das?

Didaktik der
Mathematik

Zugange zum Vektorbegriff

Was ist ein Vektor? Schulmathematik
Es gibt viele Antworten auf diese Frage. (1) Ein Vektor ist eine Pfeilklasse.

(2) Ein Vektor ist eine
Verschiebung,
Ein Vektorist ein Element also eine Anderung
eines Vektorraums. der Lage.

Axiomatischer Zugang
uber die Struktur

(3) Ein Vektor ist ein n-Tupel.
= Ein Vektor v ist als n-Tupel ein Element des R™,

m Er kann je nach Bedarf als
Zeilenvektor v = (vy, ..., 7) vy
oder auch als Spaltenvektor v = ( : )

geschrieben werden. Un

RPTU

24 07.05.2025  Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14

Roth (2025), https://www.juergen-roth.de/skripte/did_linalg_anageo/did_linalg_anageo_2_algebraisieren_des_anschauungsraums.pdf

31



Tipp IQ.5H =& ¥

Didaktikvorlesungsskripte und -videos

Prof. Dr. Jurgen Roth stellt auf seiner Seite umfangreiches Material zu seinen Lehrveranstaltungen
zur Verfugung, Vorlesungs- und Seminarskripte sowie Videos:

https://juergen-roth.de/lehre/

32
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Neue Wege in der Vektorgeometrie

Malle (2005)

BdCTISITENE T HT

Neue Wege
in der Vektor-
geometrie

Wie hilfreich sind Vektoren in
der Analytischen Geometrie?

Die Antwort hangt wesentlich
vom verwendeten Vektorkonzept
ab.

ektoren sind heute aus der Analy-
tischen Geometrie der Schule
nicht mehr wegzudenken. Das war
jedoch nicht immer so. Vor der Ein-
fithrung der Vektorrechnung in der
Schule (ca. ab 1960) hat man auch
schon Analytische Geometrie betrie-
ben und konnte im Wesentlichen die
gleichen Aufgaben lisen. Durch die
Einfithrung der Vektoren hat man
sich nicht einmal Rechenarbeit er-
spart, denn die konkreten Rechnun-
gen miissen ja doch koordinatenwei-
se ausgefiihrt werden. Worin liegt
dann der Vorteil der Vektoren in der
Analytischen Geometrie?
Darauf kann man zweierlel ant-
worten:
Der Formalismus der Vektorrech-
nung erlaubt eine knappere und
iibersichtlichere Darstellung von
Rechnungen und Beziehungen als
die blofie Koordinatengeometrie.
Die Vektorgeometrie bietet ge-
geniiber der blofien Koordinaten-
geometrie einen heuristischen Vor-
teil. Sie liegt nAmlich in vielen Fail-
1 =l

dmd o al sl Ty

Was ist ein Vektor?

Auf diese Frage wurden im Lauf der
Geschichte der Mathematik wviele
verschiedene Antworten gegeben
(vgl. Malle 1998). Auf Hochschulebe-
ne wird der Vektorbegriff heute 1m
Allgemeinen axiomatisch definiert:
Ein Vektor ist ein Element eines
Vektorraumes. Eine axiomatische
Einfithrung des Vektorbegriffs in der
Schule wire aber sinnlos. Die Axio-
me eines Vektorraumes bilden zwar
die Rahmenbedingungen, die ein
schulischer Vektorbegriff erfiillen
muss, es geht aber im Unterricht
zunéchst um etwas ganz anderes: Es
miissen inhaltliche Vorstellungen
von Vektoren entwickelt werden.
Doch welche?

Ein nahe liegender Gedanke wire,
einen Vektor als Pfeil aufzufassen.
Aber Pfeile bilden keinen Vektor-
raum. Man kann sie nicht einmal ad-
dieren, wenn sie nicht zuféllig den
gleichen Anfangspunkt haben oder

: .| | T +

Bearbeiten Sie den Artikel als HA. Werfen Sie einen vertieften Blick in den Literaturordner bei moodle.

IQ.SH & ¥




These

Pfeilklassen vs. n-Tupel

IQ.SH & ¥

Thesenpapier I

Fach: Mathematik

These 1

Obwohl unser Schulbuch eine Einfihrung der analytischen Geometrie tiber Vektoren
als Pfeilklassen vorsieht, halte ich eine Einfuhrung der Vektoren als n-Tupel fur sinn-
voll.

Begriindung

Die Einfuhrung der analytischen Geometrie Uber Pfeilklassen in dem Schulbuch Ma-
thematik Band 2 — Analytische Geometrie | Stochastik (Bigalke und Kéhler, 2008)
wirkt auf den ersten Blick anschaulich, da sie auf der geometrischen Vorstellung der
yverschobenen Pfeile’ aufbaut. Malle (2002) zeigt jedoch, dass genau dieses Modell
fur den Unterricht schwerwiegende didaktische Problemlagen erzeugt. Zentrale ma-
thematische Operationen missen im Pfeilklassenmodell eigentlich immer tGber Re-
prasentanten definiert werden. Die Unabhangigkeit von der Reprasentantenwahl ist
mathematisch unverzichtbar, aber kann fiir Lernende zu einer Uberforderung fithren.
Hinzu kommt, dass das schulische Arbeiten im Verlauf der analytischen Geometrie
fast ausschlielRlich mit Einzelpfeilen erfolgt, wahrend die Definition mit Pfeilklassen
operiert. Dadurch entsteht ein Widerspruch zwischen Definition und Nutzung, der
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Skalarprodukt



Produkte in der Schule

IQ.SH & ¥

Ausdruck

(o &) +of

Vektor

Zahl

nicht definiert

|&@)* = [

(@ % &) = (rt)

(o) + (r — 1)

(r-i) ol xi=)

i (i — ) x (i - 7))

Ministerium fiir Schule und Berufsbildung (Hrsg.): Kernfach Mathematik Schriftliche Abiturpriifung 2015. Hilfsmittelfreier Teil. Aufgabe 4.1.

Bearbeiten Sie die Abituraufgabe.



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

a)

b)

Untersuchen Sie in einem Lehrwerk (auf nachfolgende Seiten oder von
Ihnen mitgebracht) die Einfihrung zum Skalarprodukt. Bewerten Sie, ob

der Zugang...

1. axiomatisch,

2. definitorisch,
3. arithmetisch,
4

oder geometrisch orientiert ist.

Skizzieren Sie kurz anhand dieses Lehrwerks einen moglichen
Unterrichtsgang zur Einfihrung des Skalarproduktes.

38



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

axiomatisch — auf Axiomen beruhend; unanzweifelbar;

definitorisch — durch eine Definition bestimmt; Bestimmung durch eine klare Abgrenzung,
Erklarung oder Festlegung eines Begriffs

arithmetisch — die Arithmetik betreffend; rechnerisch, insbesondere durch die
Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division.

geometrisch — die Geometrie betreffend; Figuren und Satze der Geometrie aufweisend.

39



Fundamente
der Mathematik

Allgemeine Ausgabe
Gymnasiale Oberstufe
mit CAS/MMS

Analytische Geometrie
Lineare Algebra

Stochastik

Bendlken, R. u. a. (2024): Fundamente der Mathematik 2. Analytische

Geometrie, Lineare Algebra, Stochastik. Berlin: Cornelsen

Cornelsen

40



_ Grundlagen der analytischen Geometrie 3

%

(4] Zbl‘ Zeig nerisch dass das Dreieck ABC aus der C(-3|-410) w

:2’:;‘3(1,\“ 0°
?M)((ﬂ)@l)
\ I-2)
$\> ?I?:( -3|2|4)
<<\\> o

<

® 26

128

eg‘ henden Abbildung gleichseitig ist. / /

Sie, dass S(1/0|2) der Schwerpunkt des / b 18110)
Drelecks ABC ist.

c) Das Dreieck ABC bildet zusammen mit dem Punkt
D(9/8110) ein regelmaRiges Tetraeder, welches, wie
in der Skizze, einem Wiirfel einbeschrieben ist.
Ermitteln Sie die Koordinaten des Eckpunktes W des in
der Abbildung dargestellten Wiirfels.

d) Geben Sie die Koordinaten der Mittelpunkte Mg, Mgc,
Mcp und Mp, der Strecken AB, BC, CD und DA an.

e) Untersuchen Sie, welche speziellen Eigenschaften das Viereck MygMgMcpMp, hat.

B(-3l8]-2)

A(9]-4|-2)

Im Punkt A(-2|3) am Rand eines Kanals schwimmt ein
Frosch los. Bei stehendem Wasser wiirde er in 1 Sekunde
einen Weg von V zuriicklegen. Das Wasser flieRt pro
Sekunde einen Weg von W (Lingen in m).

a) Geben Sie den Vektor fiir den tatsachlichen Weg pro
Sekunde an. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit
der der Frosch schwimmt, in Meter pro Stunde. . . i

b) Wenn der Frosch Tempo und Richtung beibehilt, wird er in G(1411) am anderen Ufer
ankommen. Bestimmen Sie, nach wie vielen Sekunden das der Fall sein wird.

Die Vektoren 3, b und € beschreiben eine dreiseitige
Pyramide. Die Punkte M, und M, sind Kantenmittelpunkte.
Ferner ist OT =3 - OM,.

Beweisen Sie, dass TM; nicht parallel zu C ist.

Zeigen Sie, dass sich jeder Vektor V = :‘) als Linearkom-
binationvona = (f) undb = (3) schreiben lasst.
Begriinden Sie, dass dies auch fiir beliebige vom Nullvektor verschiedene Vektoren

a= (g;) undb = (g;) gilt, wenn 3 und b linear unabhingig sind.

Ausblick: Vektorraum
Eine nichtleere Menge V heilt Vektorraum iiber R, wenn es in V eine Addition und eine
skalare Multiplikation bzw. Skalarmultiplikation mit folgenden Eigenschaften gibt:

T+VeVfiralled,vev (57) Firalle A€ R und G € Vgilt AT €V
Die Addition ist assoziativund kommutativ ~ (52)1-T =T furallei eV
Es existiert der Nullvektor 0 mit i +0 = fiir @ Es gelten die Distributivgesetze:
allei eV @ A (U+V) =A-T+A-U
@Zu;edemu €V existiert ein Gegenvektor @ (A+p)-U=AU+pu
—Tevmitd + (-3) =0 und das Assoziativgesetz: (A-p1) - = A- (n-ii)

Die Eigenschaften und Rechengesetze eines Vektorraums gelten nicht nur fiir die Menge
aller Vektoren in der Ebene bzw. im Raum, sondern auch fiir andere mathematische
Strukturen, die als Vektoren aufgefasst werden kénnen.

Betrachten Sie die Menge der Polynome P, = {p|p(x) = a;x? + a; X + ag; ap, 31,3, € R}
mit der Addition und Skalarmultiplikation, die wie folgt definiert sind:

p(x)+q(x) = (a;+by)x? + (a; + bqy)x + (ap + by); A-p(x) = Aayx? + Aaqx + Aag

fiir beliebige p, q € P, und A € R. Zeigen Sie, dass es sich um einen Vektorraum handelt.

3.5

K

<
‘g@o\“
<&

Erinnerung

Wegen |a]| =fal+ az’

ist|al = at+al,

Hinweis
Fir Vektoren in der
Ebene gilt:
ib-(3) ()

=aiby +azb;

Die skalare Multiplika-
tion einer reellen Zahl
(Skalar) mit einem
Vektor ist nicht mit dem
Skalarprodukt zu
verwechseln.

Hinweis

Skalarprodukt mit
einem CAS

L

dotP(v)

Skalarprodulg und\ﬁogonale Vektoren
eln \/&k&%esucht dessen Pfeile bt

Zum Vektor vV =

mi h‘ r Zelchnung, welcher der
ies erfallt.
er Koordinatenprodukte von @ und v

lt +1.2=-2. Berechnen Sie dies fiir b und v
und V. Beschreiben Sie Ihre Beobachtung.

grthogonale Vektoren

Zwei Vektoren nennt man zueinander orthogonal (senkrecht), wenn ihre Vektorpfeile zueinan-
der senkrecht sind.

Nach dem Satz des Pythagoras sind die Vektoren 3 und b NG

genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt: L

5P+l =15 -8 .

ol
/
/

Mita = (”)undb = (b‘) und3-b= (
a -

Gleichung umformen: a

(a2+al) + (b3 +b2)=(a;-by)?+ (a,-b,)? | 2. binomische Formel
aZ+al+bl+bl=al-2a,b,+b2+al-2a,b,+b2  |-(aZ+al+bl+bl) |:(=2)

0=a,b, +asb,
Der Ausdruck a;b, + a,b, entscheidet also dariiber, ob die Vektoren 3@ und b zueinander
orthogonal sind. Das gilt auch fiir den entsprechenden Ausdruck fiir Vektoren im Raum.

;) Ldsst sich die - N

Definition

Skalarprodukt zweier Vektoren

- . [a b.
Fiir die Vektoren @ und b heiRta -b = (a;) . (b;) =a;b, + a,b, + a;b; das Skalarprodukt
vona undb. as/ \bs

Das Ergebnis eines Skalarprodukts ist eine reelle Zahl (ein Skalar) und kein Vektor. Es wird auch
die Schreibweise a - b verwendet. Mithilfe des Skalarprodukts lasst sich kurz formulieren:

W Orthogonale Vektoren
Zwei Vektorena # 0 und b #0 sind genau dann zueinander orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt nullist,also3 -b =0 gilt.

ICZEZEY orhogonsitstprien

7 [ -
Priifen Sie, ob der Vektor a = <-3) orthogonal zu b = (8) oderc = (
5 2

1
5) ist.
4

2
) (8 =7:-2-3-8+5:2=0
2

7 -1
-‘=(—3)-( S>=-7-15+2o=-2:o
5 4

3 ist orthogonal zu b, aber nicht zu c.

Losung:

Berechnen Sie die Skalarprodukte a - ‘b
und a - c. Bilden Sie dazu die Produkte
a1b4, a3b,, asbs (bzw. a4¢4, ax¢, a3cs) und
addieren Sie diese.

Ist das Skalarprodukt null, so sind die
Vektoren orthogonal zueinander.

W)

ol

"
/'\
nw N

W)
n

3.5 Skalarprodukt und orthogonale Vektoren
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_ Winkel und Abstinde 5

5.1

‘\)

N o

% 666

Hinweis

Im Gegensatz zur
Einstiegsaufgabe sind
a und b hier zwei
beliebige Vektoren im
Raum oder in der
Ebene.

Hinweis

Beachten Sie, dass

der ,Malpunkt”
verschiedene
Bedeutungen hat, je
nachdem ob die
Faktoren reelle Zahlen
oder Vektoren sind.

204

é(ipkel\@“%chen Vektoren und zwischen
e

%&wendlmensmnalen Koordinatensystem X,
\ ei o der Winkel zwischen den Vektoren @

und b aus der Abbildung. Die x,-Koordinate

von 3 ist also gleich 0.

a) Begriinden Sie, dass Ib|:saa
= (Ib] cos(e) N 3
b= (|b|sin(tx> unda = ( 0 )gllt, und a) |B]-cosa
berechnen Sie das Skalarprodukt - b. a X

b) Es sei a der Winkel zwischen @ = (g) undb = (g) Berechnen Sie cos(a)

mithilfe der in a) gewonnenen Formel fiir 3 -b. Geben Sie die GroRe dieses
Winkels an. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis an einer Skizze.

Neben der Priifung auf Orthogonalitdt kénnen mit dem Skalarprodukt allgemein Winkel
zwischen Vektoren, Geraden und Strecken untersucht werden.

Winkel zwischen zwei Vektoren

Stellt man die Vektorpfeile von zwei Vektoren @ und b von /
einem gemeinsamen Punkt ausgehend dar, entstehen zwei — /ﬁ
Winkel. Den kleineren Winkel a bezeichnet man als den /[ a “
Winkel zwischen den Vektoren 3 und b. 5

Fiir kollineare Vektoren a und b, welche in die gleiche Richtung zeigen, istb = r-a mitr>0
und es gilt: ‘b| =|r-a|=r-|3]
Esfolgt:3-b=a-(r-3)=r-(3-3) =r- |32 = |7]- (r-|7]) = |7]-[b]

Ist der Winkel o zwischen zwei Vektoren @ und b kleiner als 90°,
sokannmanb in einenzu parallelen Vektorb und
einen zu @ orthogonalen Vektor by zerlegen: b= b +b,

Es folgt-

Nl
’—\
i
v

| Distributivgesetz

=3 E’ |3-b, = 0, da orthogonal
= i’-b_,: |a und !Tzeigen in die gleiche Richtung
=1al|b, | | cos(a) = ll '| also [b, | = [6]- cos(a)

=|3-[6]- cos(e)

Man kann in dhnlicher Weise zeigen, dass diese Formel fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren
auch fiir die Falle a = 0°, & = 90°, &t = 180° und fiir 90°< cx < 180° gilt.

Winkel zwischen zwei Vektoren
Fiir den Winkel a zwischen zwei Vektoren @ # 0 und b #0 gilt:

=13]-|6]-cos(@)  bzw.  cos(a)= (0°< < 180°)

lsl . IFI

Belsplel 1

‘DTA 3
Berechnen Sie den M& undb = 1
-1

@ (B0
In deg ur eht im Zihler das ab _ 3] \a
Skals ukt nd b. Das Produkt der cos(a) = I71-6] B ET L el
? 'gei er |st das Produkt zweier _-6+6-4
\\) urze n. ARG
Hinweis /l, Bergch Sie mit dem Taschenrechner
. Nédherungswert fiir cos(a). v'm

::I;‘tvt'?nifl = mit der Taste cos™" erhalten Sie den Wert .

des Winkels zwischen 3 und b. o= amﬂs(v’ﬁ ) =993

Taschenrechners a%@
DEG (Grad, T) b2\

beim Casio
emge;tvg
HinWweis

Winkel zwischen den

Vektoren v und w mit

einem CAS:
angle(v,w) bzw.

e

¥l

Erinnerung

coslat) am Einheitskreis:

\ cos(147°) = -0,84 |
\cos[ss )=057 /

1 E
ol

Basisaufgaben

1 Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren 3’ und b und den Winkel zwischen ihnen.

vl =) )
) =) o () =0

2 Zeichnen Sie je einen Vektorpfeil von 3 und b von einem gemeinsamen Punkt ausgehend
in ein zweidimensionales Koordinatensystem. Schatzen und messen Sie den Winkel
zwischen den Pfeilen. Kontrollieren Sie rechnerisch.

)@= (3)5-() va-Q)F-() oa-()E-(3) aa-()5-(3)

-4 2
3 a) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektorena =| 0|undb=(4|.
=3 1

b) Uberlegen Sie anhand einer Skizze, wie groR der Winkel zwischen den folgenden
Vektoren ist. Kontrollieren Sie durch eine Rechnung.
@ 23 und 2b @3 und-b ®-3undb ® -3 und-b
4 a) Begriinden Sie: Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gréRer als 0, so ist der Winkel
zwischen ihnen ein spitzer Winkel. Ist das Skalarprodukt kleiner als 0, so ist der Winkel
zwischen den Vektoren ein stumpfer Winkel.
b) Sandra meint: ,Je grifer der Winkel zwischen zwei Vektoren gleicher Linge ist, desto
kleiner ist ihr Skalarprodukt.” Ist das richtig? Begriinden Sie.

5 Beurteilen Sie, ob der Winkel zwischen 3 und b spitz oder stumpf ist.
2 . 1 -3 L[5
) () .,() 9 ( ) .,()
4 -2 1 1
6 Geben Sie die Koordinaten zweier dreidimensionaler Vektoren 3 und b an, fiir die gilt:
a) b =|al-[6l b) 35 =-Il-[b

7 Erldutern Sie den Satz iiber das Skalarprodukt a-b fiir den Fall, dass a und b kollinear sind.
Unterscheiden Sie dabei die Falle o = 0° und o = 180°.

5.1 Winkel zwischen Vektoren und zwischen Geraden
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. 2 Geraden und Ebenen

O
1 oo

11( 6glic n von Geraden oder BI#
{‘\;‘{ enen‘O i
Q %QJ 0[1),B=(2|1|1),C=(1]|2]1), ,/"/ £

18| Geraden und Ebenen im Oktaeder
Beschreiben Sie die Lagemogli iten

von Geraden o Ebene nder
am Okta r§\ ‘{\

Geben S eils Qg&piel an.

Erste! ie eineNJbersicht (iber alle AS

°C

=O[1[1), E=([1]0), F=(1]1]2) -

19| Auf einen Blick
Erldutern Sie am Bild und an den Vektoren. Txa
4

4 -4
o]+t 4) )

4l -4

a)P=(3|1]3) liegt auf g: X =

4
0) +t| 4)lauft
4 \-a

nicht durch den Ursprung. alT gl

Xy

c) Die Ebene durch die Punkte (4|4|4), (0|0|4) und (0|4 4) ist parallel zu einer
Koordinatenebene.

_4
b) Die Gerade g: X =

0 4 2
d) Die Punktmenge X = 0) +r 4] +5| 2|stellt keine Ebene, sondern eine Gerade dar.
4l \-al |22

20| Gerade im Raum
Welche geometrische Bedeutung haben die Vektoren a und U in einer Geraden-
gleichung g: X = a + tU? Veranschaulichen Sie dies mit einer Skizze.

21| Drei Geraden

Zur Geraden g: X = a + tU sollen die Gleichungen von drei Geraden h, k und |
angegeben werden, sodass gilt: g und h sind parallel, g und k schneiden sich

in einem Punkt, g und | sind windschief. Welche Bedingungen miissen jeweils der
Stiitz- und der Richtungsvektor erfiillen?

E] GTR - Ergebnisse interpretieren

Bei der Untersuchung der Lagebeziehung von Geraden und Ebenen in Parameter-
form ergaben sich aus den erweiterten Koeffizientenmatrizen mithilfe des rref-Befehls
folgende Diagonalmatrizen.

Interpretieren Sie die jeweiligen Situationen geometrisch.

affiea2lI] [[lezz 9aft @@ zs
81811 6142 81634
Be122 aa11 8686868
dfiesl1i] @9fleadl] D[[1eza
61611 ) )il e ai11a
88118 68882 868108

3 Skalarprodukt und Messen

N

Mithilfe einer neyerNOper lem Skalarprodukt von Vektoren, konnen metrische
Eigenschageﬁlﬁe Lii@, inkel und Abstinde algebraisch beschrieben und

rden.ée

bered%
Damis werd @ Objektstudien um viele interessante Aspekte erweitert.

I

<
kalarprodukt und Winkel

Mit dem Skalarprodukt von Vektoren kdnnen
Winkel zwischen zwei Vektoren algebraisch
berechnet werden. Dadurch kann man auf ein-
fache Weise die Orthogonaltitat von Vektoren

als Spezialfall beschreiben und rechnerisch nach-
weisen.

Mit dem Skalarprodukt lassen sich manche
Beweise fiir Satze aus der Elementargeometrie
finden und einfach darstellen. Auch in der

Physik findet das Skalarprodukt viele Anwendungen.

Winkel zwischen Geraden und Ebenen

Welchen Winkel bildet die Raumdiagonale des
Wiirfels mit den Seitenflachen? In welchem
Winkel stoRRen die Flachen bei den verschiedenen
platonischen Korpern aneinander?

Aus der Formel fiir die Berechnung des Winkels
zwischen zwei Vektoren konnen Winkel zwischen
Geraden oder Ebenen bestimmt werden.

Dabei vereinfacht die Normalenform der Ebenen-
gleichung einige Berechnungen wesentlich.

Abstandsprobleme

Der Abstand eines Punktes zu einer Geraden oder
der Abstand zweier paralleler Geraden im Raum
lasst sich mithilfe von , Lotvektoren” recht ein-
fach bestimmen. Andere Abstandsprobleme wie
zum Beispiel der Abstand windschiefer Geraden
lassen sich auf einfachere Falle zuriickfiihren.
Abstandsprobleme lassen sich auch als Minimie-
rungsprobleme beschreiben. Dabei bewahrt

sich das Zusammenspiel von Analytischer Geo-
metrie und Analysis.

w=lFl- 5] cos £ (F, $)

ol 4

derwinkel und Te winkel erga sich zu 180°.
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- 3 Skalarprodukt und Messen

N
Was Sie erwartet . Bishe @
é&l Qe

Aufgaben

3.1 Skalarprodukt u‘gd Winkel

1 v@@n der Geometrie im Wesentlichen mit Lagebeziehungen
erondyiT und Ebenen beschiftigt. Dabei lieferte uns die Darstellung
geometrischer Objekte durch Vektoren eine gute Hilfe. Als Vektor-

operationen bendtigten wir die Vektor-Addition und
die S-Multiplikation.

Zwar haben wir in manchen Objekten auch bereits
Léngen und Orthogonalitiit von Vektoren berechnet,
hierfiir stand uns aber noch keine geeignete Vektor-
operation zur Verfiigung.

Mit dem Skalarprodukt wird in diesem Abschnitt
eine solche Operation eingefiihrt. Mithilfe des Skalar-
produktes lassen sich die metrischen Eigenschaften
wie Linge, Orthogonaltdit und auch Winkel zwischen
Vektoren algebraisch beschreiben und berechnen.

T Senkrechte Vektoren im Raum

a) Sieht man in dem Bild, welche

[ der farbig eingezeichneten Vektoren
‘ senkrecht zueinander stehen?

Wie entscheiden Sie?

Mit dem Kriterium aus der Formel-
sammlung konnen Sie Thre Vermutung
rechnerisch tiberpriifen.

b) Wie ldsst sich dieses Kriterium begriinden?
Hier hilft wieder einmal der Satz des Pythagoras:  Aus der Formelsammlung:
CALCB

CA? + CB* = AB?

Zwei Vektoren 3 und b sind ge-
nau dann senkrecht zueinander,
wenn gilt: a,b, + a,b, + a;b, = 0.

Ubersetzt in vektorielle Darstellung:

ilb L
|af* +[bJ* = |b - @[

R I
(a1 +az+a3) +..= ..

Fiihren Sie den Beweis zu Ende.

Zur Erinnerung:

1 :
1 1
) )
! Fiir die Lange eines Vektors V gilt: ;
VIV =YWV Vie V2 1
VIR =vievie v :
VIVIP=vi+va+ Vg H

2 Schdtzen, Messen und Berechnen von Winkeln im Raun%
a

a) Unter welchem Winkel schneidemb@
sich die Raumdiagonalen im Wi
und im Quader?

Schitzen Sie anhand de'
Wie gut ist [hre Schasfy

Entscheiden Sj
einem Mo eﬁl/

$\>

X, Xy
H=(0[0[20) G
H=(0[0]16) i
. g E i F=(12]16]20)
B ; F=(16/16/16) !
~(010/0), c :
DOy e - p=op/ N\ | c
A = A /"/ 2
X, B=(16/16/0) X, B=(12[16/0)
b) Lassen sich die Winkel auch rechnerisch ermitteln? Kosinussatz
Vielleicht haben Sie in der Mittelstufe den Kosinussatz cos(y) = L0 =¢
behandelt. In der Formel kommen die Lingen der =235

Dreiecksseiten vor. Diese konnen wir vektoriell be- C

Ay
=yaZ+al+al. b a

a
|23/

rechnen, z.B. |3d| =

In vektorieller Schreibweise sieht der Kosinussatz A S
SO aus:

I3[+ b~ |G-

2(a|[b|
Zeigen Sie, dass Sie durch Ausmultiplizieren
und Zusammenfassen

cos(y) =

2(a;b, +a,b, +a,b,)

COs| =——=LL 22 1+ erhalten.
() 2yal +aj + a3 - ybi + bi + b}

A

Vergleichen Sie Ihre Messergebnisse mit den Ergebnissen, die Sie mit der Formel
berechnen.

3.1 Skalarprodukt und Winkel .

Aufgaben




. 3 Skalarprodukt und Messen 3.1 Skalarprodukt und Winkel .

Basiswissen . Mithilfe einer weiteren Verknupfung von Vektoren kénnen Winkel und Lingen Al Skalarprodukt Beispiele
berechnet werden. Q Nennen Sie Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwische Skalarprodukt von
O, o\

Vektoren und der bekannten Multlphkatlonggler Za\e@,

N\ A\
Skalarpr von gren Lésung:
Das Ergebnis der Multiplikation zwen Ier |st wieder eine reelle Zahl.

Die Bezeichnung Skalarprodukt a%, i+ @ +a,b, R 2 L3 Beispiel: 3. (-2)=-6
ist darauf zuriickzufihren, dass Fira=|-3 |und b=[5|gilt: Das Skalarprodukt zweier |s§n|®%eder ein Vektor, sondern eine reelle Zahl.
das Ergebnis dieser ,Multiplikation™ " alar t von a und b 1,5 8 1,5 ‘
Zahl ist. Die Physike oo
sne Zahl . Die P ;:;é‘\, Q\@mlse 5B R ERNE Beispiel: 4 = ) Q@ ‘(\ ib=15:(-5+0-4+2.2=-35
% a-b=|-3 =2:34(-3):-5+15.8=3 %
1,50 18 negativ oder 0 sein.

Das Skalarpr
6 Lange eines Vektors Beide Ve@pfunge &Dmmutatw

$ in der Ebene im Raum
’((\ I I B Winkel i ieck — Schitzen und Berechnen
\\> i | a) Begri ie geometrisch und T X,
e(\ 1 T rech , dass das Dreieck BCH im 1
O 5 ' iirfel rechtwinklig ist. N
@ - 3% grolt sind die beiden anderen ! \
|| | | Winkel? Schatzen und berechnen Sie. i
Lésung: i
= == a) Geometrische Begriindung: |
laj=Va-a=yaj+a;+a D:'ie Seitemliegtaff der hin%eren JyE— B c .
Wiirfelflache und bildet daher mit der T 1 ¥y
Das Wort orthogonal Orthogonalitit von Vektoren Wiirfelkante BC einen rechten Winkel. X 1 B
kommt aus dem Griechischen Zwei Vektoren sind genau dann Rechnerische Begriindung:
un bedeuet rechiwinkdia, 459 _Zéueignan[;ier orthogonal, wenn Koordinaten der Eckpunkte: B = (1]1]0), C = (0]1]0) und H = (0|0]1).

1
Vektoren: CB = (0) und CH =
0

0
) S
AL 1

Skalarprodukt: CB-CH=1-040-(-1)+0-1=0.

Somit ist der Winkel bei C ein rechter Winkel.

Mit Koardinaten:
alb
< a, b+ ab+a;b,=0

4
. I it b) Der Winkel ¢ bei H ist geschatzt 30° grolt und damit muss der Winkel bei B etwa 60°
e- =[)() d-h=|2/-|0 grofd sein.
0f 13 1) jo
=2.0+0.-3=0 =2.0+2.-0+0.3=0 . 1 . 0 [1)(1l s
HB ( :)und HC = 1 . Somit ist cos(v) = AR 218
- - . 8164965289
Winkel zwischen zwei Vektoren Also cos(y) = 0,82 = ~ 35,3°, cos1¢Ans
L ["3- - Der Winkel bei B betragt dann ca. 54,7°, Esbi s
1 1
; | (1 . |0
] Wenn man den Winkel zwischen HB =| 1| und CH = [—1 berechnet, erhalt man
1 1 [0 .
‘:_J l . —l ! 1
il 'x :1 P I cos(y) =— ﬁ \iz = Also cos(y) =-0,82 = v=144,7°.
115 Kot T T Je nach Onenuerung der beiden Vektoren erhilt man den spitzen Winkel oder den
. non Erganzungswinkel zu 180°.
F b
Die Beziehung cos(y) = - CDS(?)— 1] [1} 1|1
ka h als Defi fl ‘dlbl A cos(y) =21 =1 cos(y)=2 1 =2
nn auch als inition fur das 142 T3 - V243 - N3
Skalarprodukt verwendet werden: _ a;b,+a,b, + asb, y= 450 v=353° 3| Skalarprodukt berechnen Ubungen
d-b=3]-b|cos(n) Val+al+al- bl +bi+bl ’ Berechnen Sie die Skalarprodukte. I 7
2| (05 -3 [ 2 3\ -2y 1 -1 3 Lésungen 2
a)(—é- 2 b)| o] 3) 1|4 ] d) 4)-1 E)(z-(z LB -3-2;0,4
118 -21 -2 2/ 105 -sl 2 3 13
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2 Zueinander orthogonale Vektoren - Skalarprodukt

— A

one bland
2 Tulpa humilsVlolaw
3 Phlox paniculata

Ein Praktikant der Stadtgértnerei hat von
einem Blumenbeet im Stadtpark eine nicht
mafdstabliche Skizze angefertigt.

\ Hier stimmt etwas nicht.

Sehr oft ist bei alltaglichen Fragestellungen ebenso wie bei rein geometrischen Aufgaben zu
kléren, ob zwei Geraden zueinander orthogonal (das heifit senkrecht) sind. Wie solche Problem-
stellungen auch vektoriell geldst werden kdnnen, wird im Folgenden erarbeitet.

orthos (griech): recht,

richtig (vgl. auch Ortho- 2wei Vektoren 3, b (+ 3) heifen zueinander
8"“:’ —— orthogonal, wenn ihre zugehérigen Pfeile mit 718
:r‘:kd@' Vikde, gleichem Anfangspunkt ebenfalls zueinander b
Orthogonal bedeutet orthogonal (das heifit senkrecht) sind. BY
wirtlich rechteckig’, In Zeichen: 3 1 b.
wird aber in der Mathe-
matik als Synonym fiir a Fig.1
senkrecht verwendet. = -

Die Orthogonalitat zweier Vektoren a und b kann man mithilfe ihrer Koordinaten Uberprtlen

Nach dem Satz von Pythagoras gilt: Die Pfeile zweier Vektoren 3 mit 3 = (az} und b mit

b= (ln) wie in Fig. 2 sind genau dann zueinander orthogonal,

wem l3P+|bl*=lz-6/%

Esist [3-b I = (a1~ b1)2 + (a2~ by)? = (a2 - 284Dy +b2) + (a2 - 285b, +b2).
B i-b Und somit | - b|* =(a2+a2)+(b2 +b2) - 2:(a;b, +a,b,)

3 Die Vektoren 3 und b sind also genau dann zueinander orthogonal, wenn fiir ihre Koordinaten
Fig.2 gilt: 2+(a:b; + a;by) = 0, also a;by + 3, by = 0. Entsprechendes gilt fiir Vektoren im Raum.
L[ L [b
Zu den Vektoren & = (az}und b =|b; | heifit
Die Bezeichnung Skalar- 3 by 5 =
produkt erinnert daran, der Term a;by + asbs + a3by Skalarprodukt 3 -b der Vektoren a und b.
dass dieses Produkt -
der Vektoren kein Vektor, Man schreibt 3-b = a; by + ayby + asbs.
sondem ein ,Skalar* (das a
S Es gilt: 2wei Vektoren 3 = (:z) und B = (bz) sind genau dann zueinander orthogonal,
3 by
wenn fiir ihre Koordinaten gilt: a;by +a,b, + agby = 0.

76 1l Ebenen

Fir das Skalarprodukt von Vektoren 3, bund¢ Ilt:

1. 3b=b- a, o% ivge:
2 r-3b=r(35) furledereenez.a@l* ‘

3. (3+b)-c=3-¢+b-c, $ QQmsuIbuuvgese

4 3-3=|alk

Beispiel 1 Orthﬁ tatbei &eﬂprﬂfen

Die Geraden g schr&@ ich. Sind sie zueinander orthogonal ?
wﬂn&& el o (el
w Lésung: d: schneidende Geraden sind immer dann zueinander orthogonal, wenn ihre

Richtup, en zueinander orthogonal sind.
2 1
a) ==4-2+1-9+1-(-1)=0 b) (13]-(-%)-2-1*13-(—2)+1-1--23

Die Getaden g und h sind zueinander Die Geraden g und h sind nicht zueinander
orthogonal. orthogonal.

Beispiel 2 Bestimmung zueinander orthogonaler Vektoren
3
Bestimmen Sie alle Vektoren, die sowohl zum Vektor a= (%) als auch zum Vektor
6
be= (2) orthogonal sind.

X . -
» Lésung: Ist X = (z) 2u 3 und zu b orthogonal, so gilt: :2 :é:; : 2:: N g
3x1+2x +4x3=0
X2-4x3=0"
Wahlt man x; =t als Parameter, so erhdlt man als Losungsmenge L = {(-4t; 4t; ) [teR).

Umwandlung in Stufenform:

(teR).

Firr die gesuchten Vektoren gilt damit: i‘-( Agl-t-( :

Aufgaben
1 Oberpriifen Sie, ob die sich schneidenden Geraden g und h zueinander orthogonal sind.
& 2 =5 = 5 -2 1 8 2 L |0 5
a)gx=[-2)+s:| 1) x=|-1)+s:| 2 b)gx=| 6/+s:|-9); h:x=[0]+s-[ 2
0 0 0 0 =9 -4 7 -2
2 Bestimmen Sie die fehlende Koordinate so, dass 3 1 b.
1] - 2 =N I3
23-[3} 5 ( ) 03~ (2) 8- (-] da.(a],b.(o)
3 1 2 bs
3 Geben Sie eine Gleichung einer Geraden h an, die die Gerade g orthogonal schneidet.
3 74 ) | 1 2
a)gx= 3)#5-(17) b) :?-(11)*5-(2) o) :i'-s-(-2)
£ (1 2 " -6 3 - 2
4 Beschreiben Sie mithilfe eines geeigneten Skalarproduktes, dass

a) das Dreieck ABC bei C rechtwinklig ist, b) das Dreieck ABC bei A rechtwinklig ist,
c) das Viereck ABCD ein Rechteck ist, d) das Viereck ABCD ein Quadrat ist.

® Vektoris3D
Nomalenvektor

Fig.2

Damit sind alle Vektoren
mit der gleichen bzw.
entgegengesetzten
Richtung wie ( e] w3
und zu b orthogonal.
Um einen Vektor zu
berechnen, der zu zwei
gegebenen Vektoren
orthogonal ist, kann man
auch das Vektorprodukt
venwenden, vgl. S. 130.

Il Ebenen 77
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5 Winkel zwischen Vektoren - Skalarprodukt

Fig1

In der Grafik ist ein Teil eines Einheitskreises
abgebildet. Bestimmen Sie die Koordinaten
der Vektoren 0P1, OPz und 0P3 sowie deren

Skalarprodukte mit dem Vektor (3] .

Zeichnet man zu einem gemeinsamen Anfangspunkt Pfeile zweier Vektoren a und B., die nicht
zueinander parallel sind, so entstehen zwei Winkel. Den kleineren dieser beiden Winkel bezeich-
net man als den Winkel zwischen den Vektoren 3 und b (Fig.1).

Die Grifle des Winkels zwischen zwei Vektoren kann man mithilfe des Skalarproduktes bestim-
men.

Der Winkel zwischen den Vektoren & und b in R
Fig. 2 ist gleich dem Winkel QPR bzw. ot im
rechtwinkligen Dreieck PQR.

0 b
Es gilt: cos(a) = 2
Die Strecke PQ ist die senkrechte Projeldlon
des Vektors b auf den Einheitsvektor ay, P : 0 B
deshalb gilt: |PQ|=3ag-b b Fg.2

Die Lange der Strecke PR ist gleid1 dem Betrag des Vektors b.
Damit erh&lt man: cos(a) = T—ll’—
Wenn man den Bruch mit |3 | erweitert, ergibt sich: cos(c) =

Wenn der Winkel o zwischen den Vektoren a R
und b grofier als 90° ist, betrachtet man das

Dreieck PQ4R (Fig. 3) und erhélt mit analogen

Uberlegungen:

IaI Jol &l

cos(180° - o) = __F—'E und wegen
|a|-|b|
cos (o) = -cos(180° - @):
~3b_ b Fy o

"Bl BRI &

cos(a) =

Definition: Unter dem Winkel zwischen zwei Vektoren 3 und b versteht man den Kleine-
ren der beiden Winkel, der entsteht, wenn man Pfeile der Vektoren zu einem gemeinsa-
men Anfangspunkt zeichnet.

Satz: Fur den Winkel o zwischen dcheklomla undb gilt:

a- b-]allblcos(u) bzw. cos(a) = — g mit 0° < o< 180°

I|b|

118 v Abstinde und Winkel

Beispiel Winkelberechnung
Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(1]-1]-5XB@I2] gc«hd C6I-11-2).
Berechnen Sie die Innenwinkel des Drel \

3

» Losung: AB-( ) BA - -3-

|A8]| - |BR| - via; IAcl\'_} c\lg@

AB-AC  _8+0+3_ 1
u:WInkelzwlscheG md 'm'm'ﬂ'—;aﬁﬂ,m
BWinket\S@ﬂé. cos(B) = Iﬁl ls_c‘l =il i, peTest

Winkelsummensatzes berechnen: y =180° - 54,0° - 78 8° = 47.2°

Q)(\

-

1 Bestimmen Sie die GroRe des Winkels zwischen den Vektoren 3 und b.

oi-@)5-) wa-fps-(f on-fhs-(f s[5

2 Berechnen Sie die Lingen der Seiten und die Grofen der Winkel im Dreieck ABC.
Zeichnen Sie fir die Teilaufgaben a) und b) das Dreieck und messen Sie nach.

a) A2, B(I-1), C@413) b) A(1]1), B(9]-2), C3I8)

c) A(510]4), B(3]0]0), C(5[4]0) d) A(51115), B(5]513), C3I3]5)

3 Der Winkel zwischen den Vektoren 3 und b ist .. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate.
O 1 Lofoy L V3
a)a=(2b=(-2); a=90° b)a=|1;b=(b|;
a 2 0 0
2

&  Gegeben sind die Vektoren 3 = (3) und b = (7). Bestimmen Sie jeweils die GroRe des

5 .

Winkels zwischen 3 und b, -3 und b, 3 und ~b sowie -3 und -b.

0y o 14
o =30° c)i'-(O,S};b' 0
0,

Zeit zu iberpriifen

5  Ein Viereck hat die Eckpunkte 0(0]010), P(2]-2|-8), Q(51516) und R(1]4]9).
Berechnen Sie die Langen der Seiten und die Grofien der Innenwinkel des Vierecks.

6 Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenlénge 3. Berechnen Sie AE - AC.

7  Verbindet man die vier Punkte A(2]-2]-2), B(-2]5,5]-2), C(-6]2]4) und D(1]-2]1) so
erhalt man ein Viereck im Raum.

a) Berechnen Sie die Gréfle der Innenwinkel.

b) Bestimmen Sie die Winkelsumme. Was fallt lhnen auf? Geben Sie dazu eine Erklarung.

c) Bestimmen Sie zu den Punkten A, B und C aus Teilaufgabe a) einen vierten Punkt E so, dass
die Winkelsumme im Viereck ABCE 360° betragt.

8 In Fig 2 ist ein Wiirfel mit der Kantenlange 5 dargestellt. Berechnen Sie die Seitenlangen
und die GréBen der Winkel des roten und des blauen Dreiecks.

A

® s

B

Fig.1

Langen im Dreieck

11

7

A

Fig.2

IV Abstande und Winkel 119

49



Bigalke/Kohler

Mathematik

Analytische Geometrie | Stochastik  Band 2

Bigalke, A. und Kohler, N. (Hrsg., 2011): Bigalke/Kohler. Mathematik. Analytische

Geometrie | Stochastik. Band 2. Berlin: Cornelsen.

Ul
o



68

I1. Vektoren

5. Das Skalorprott& \\?f
A. Definition des shyﬁ\pmkﬁs
ﬁ:m%ﬁiti“'“%i‘%?&m o

wird eine Ra' g der Deichsel
auf] t, di e rch den Kraftvek-
toRE el

Der zu gte Weg liisst sich eben-

iell durch den Wegvektor §
en. Beide seien im Winkel y gegen-
. der geneigt.

\ geneigt

Die hierbei verrichtete Arbeit W errechnet
sich als Produkt aus Kraft und Weg, ge-
nauer gesagt als Produkt aus Kraft in Weg-
richtung F, und Wegliinge s.

F, lisst sich im rechtwinkligen Dreieck
mithilfe des Kosinus darstellen als
|F|-cosy, und s lisst sich darstellen als
Betrag des Vektors §, d.h. als |S|. Dies
fiihrt auf die Formel W = |F|-|5] - cosy.
deren rechte Seite eine gewisse Art von
Produkt der Vektoren F und § darstellt.

Das Ergebnis dieses Produktes ist die Ar-
beit W, die kein Vektor, sondern eine reine
ZahlengroBe ist. In der Physik bezeichnet
man cine ZahlengroBe auch als Skalar
und deshalb nennt man das Produkt
|F|-|§|-cosy auch Skalarprodukt der
Vektoren F und §, wofiir man die Abkiir-
zung F - § verwendet.

&

LArbeit = Kraft - Weg"

Arbeil:wm:’m'\veglingc
W=F-s
= |F|-cosy- |3
=|F|-|3]-cosy
Definition des Skalarproduktes

@ und b seien zwei Vektoren und y der

Winkel zwischen diesen Vektoren

(0° <y < 180°).

Dann setzt man .
a-b=|a|-|b|-cosy

und bezeichnet dieses Produkt als Ska-

larprodukt von @ und b.

1. Vektoren

69

Ziel der folgenden Uberlegungen i
des Skalarproduktes von Spnllc eftoren.

Wir betrachten zwei V@i
ein Dreieck aufspan t.In
cinem allgcmcl eck Kosl-

nussatz der T, me dem unse-
re Rcchnuﬁt ﬁs

ﬁbf»b‘ 6 b-cosy Kosinussatz
b| -2.|a|- Ib[ cosy

|c@’|b| ~2.@-b Def. des
e Skalar-
produktes

o9

d-b= |i|2+|5|2— IElz Umformung

00,,’

wn éemef vektor- und winkelfreien Darstellung

|a) =a} +a}

|6 =b +b3

e=(R72) 12F = r—a) + (r —a)?

Durch Einsetzen der rechts aufgefiihrten Darstellungen fiir die Betriige der Spaltenvektoren i, b

und ¢ folgt:

o
= oWy

=2a;by+2ab,
a-b=a;b, +a;b;

b
b

Analog ergibt sich fiir dreidimensionale
Spaltenvektoren die Formel

E-G-—-a.b. +ayby +a3bs.

Das Skalarprodukt von Spaltenvektoren
lisst sich also als Produktsumme von Ko-
ordinaten darstellen.

=a} +a} +b] +b - (b —a;)’ - (b — )’

Koordinatenform
des Skalarproduktes

£5- (2)-(2) -nbroms

ib= (:;) . (:',) =a;by +ayby +asby
o b

@ 069-1

b= (;)( :\') =1:2+2:3+1-(-4) =4
1 4

Lm Ubung 1

Bestimmen Sie das Skalarprodukt der Vektoren & und b. Messen Sie die bendtigten Liingen und
Winkel aus oder errechnen Sie diese mit dem Satz des Pythagoras und Trigonometrie oder " f= ; = 2 > i 1) (<2) +4- (=2
verwenden Sie zur Berechnung ein CAS. L ) R - el ey 2 HEA =0
a9 i=(). 5=() | |
Im Folgenden werden wir sehen, dass viele Probleme durch Anwendung des Skalarproduktes
vereinfacht gelist werden kénnen. Oft benétigt man dabei beide Darstellungen des Skalarpro-
duktes, die winkelbezogene Form a- b= || |b| - cosy sowie die koordinatenbezogenen For-
men i-s=ﬂ| by + a> by bzw. §-S=l| by +ayby +aibs.
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IL. Vektoren

9%

. Die Abbildung zeigt eine quadratische

o
g’

n das Skalarprodukt @ - b.
und Winkel mit dem Geodreieck aus.
gen und Winkel mittels Pythagoras u. Trigonometrie.

Q\)' EELNN
rechnen Sie die angegebenen Skalarprodukte.
b) c)
b w¢ 5
A ap
DA - DF, FB - FD, b, d-¢ ad(@+b)-E
AF - AD, DC - DF (a+l;-€) (d+&+1)

. Errechnen Sie ohne und mit CAS die folgenden Skalarprodukte.

26 26 0-6) o

-

)-(3)+()-(3)

. Wie muss a gewiihlt werden, wenn die folgenden Gleichungen gelten sollen? Bearbeiten Sie

die Aufgabe zuniichst ohne und dann mit CAS.

i) == (1)

" ——

)+())-¢

Pyramide mit den Seitenlingen

AB = 6, BC = 6 sowie der Hohe h = 3.

a) Berechnen Sic dic Skal uk-
e SB-SC, AD-DC, AC:BD,
BA - BS.

b) Errechncn Sie das Skalarprodukt
SA - SB mit der Koordinatenform.
Errechnen Sie die Lingen SA und
SB. Konnen Sie nun den Winkel
a =4 ASB bestimmen?

O A T

I1. Vektoren 71
7
&>
B. Rechenregeln fiir das S@
Fiir das Skalarprodukt vol einige Rechengesetze, die wir nun auflisten und
gelegentlich anwendey bei theoretischen Herleitungen.
< Exemplarischer Beweis
des Kommutativgesetzes:
1. Methode: Kosinusdefinition des SP
6@ Kommutativ- R e o o i
geselz a-b=|a|-|b|-cosy=|b/-|d|-cosy=b-d
;(Qb b)frreR 2. Methode: Koordinatenform des SP
C=i.2+b.8 Dittibeiv AW
\ 0—5’ a>0ﬂ|ri'#6 a-b= :i) :i =ayby+ab; +azby
o @ =d-d=0firdi=0 =b|a|+b3|3+b;a\=(::)‘(:.:)=S~i
by ay

Rechts sind exemplarisch zwei Beweise fiir das Kommutativgesetz aufgefiihrt. Analog lassen
sich die iibrigen Gesetze beweisen.

Dariiber hinaus gelten weitere Rechenregeln fiir das Skalarprodukt, die sich aber alle aus den
obigen grundlegenden Rechengesetzen sowie der Definition des Skalarproduktes herleiten las-
sen, wie z. B. die binomischen Formeln (vgl. Ubung 9). Andere ,,wohlvertraute* Rechenregeln
wie z. B. das Assoziativgesetz gelten fiir das Skalarprodukt nicht.

Ubung 7 . B
Beweisen Sie das Rechengesetz (rd) -b=r(d-b) fiir r € R auf zwei Arten.

Ubung 8
Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass das , Assoziativgesetz™ fiir das Skalarprodukt
nicht gilt. Widerlegen Sic also@- (b-C) = (d-b)-C.

Ubung 9

Weisen Sle nur mlthllfe der oblgen Rechengesetze die Giiltigkeit folgcnda Formeln nach.

a) (@+b) =a*+2db+b> b) (@+b)-(@—-b)=a>—b?

Ubung 10

Widerlegen Sie folgende ,Rechenregeln®, die beim Zahlenrechnen eine groBe Rolle spielen.
a) (@-b)* =&’-b? b) &b=0=d=00derb=0

Ubung 11

Zeigen Sie:

a) Sind zwei Vektoren gleich, so sind auch ihre Skalarprodukte mit einem 3. Vektor gleich.
b) Aus Skalarprodukten von Vektoren darf man im Allgemeinen nicht kiirzen.
(Aus X - ¢ = ¥ - € folgt nicht zwingend X = §.)
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I1. Vektoren

C. Der Winkel zwischen z“qg&t@

Mithilfe des Skalarprodukt |er V@e
vektorieller Basis gem

Bildet man d& mm nes Vek-
tors mit si ilt man das
¢ Vektors:

w\i, 3,.. o
(\

>

n konnen sowohl Lingen als auch Winkel auf
rundlage bilden hierbei die beiden folgenden Siitze.

Der Betrag eines Vektors
Fiir den Betrag (die Liinge) eines Vek-
tors & gilt die Formel
|@f* =a-a bzw. |d| = V3 4.

2
\@lsp:elswelse hat der Vektor i = ( o) die Liinge 7, denn es gilt:
<

2

|af? =i-i=(o)~(_2) 443649=49= |§| = VA9 =

-3 3
Zwei Vektoren @ und b bilden stets zwei
Winkel. Der kleinere der beiden Winkel
wird als Winkel zwischen den Vektoren
bezeichnet. Er kann mittels Skalarprodukt
berechnet werden. Lost man die Skalar-
produktgleichung  d-b=|d|-|b|-cosy
nach cosy auf, so erhilt man die so-
genannte Kosinusformel, die zur Winkel-
berechnung verwendet wird. @ 072-1

Die Kosinusformel

@ und b seien vom Nullvektor verschie-
dene Vektoren und y sei der Winkel
zwischen ihnen. Dann gilt:
ib
cos Y =i

f

' Beispiel: Winkelberechnung

4
Errechnen Sie den Winkel zwischen den Spaltenvektoren a = (s
3

Losung ohne CAS:

Wir errechnen zuniichst die Betriige von &

und b: || = Vi a = V50, |b| =

Nun wenden wir die Kosinusformel an:

—_ib
SOV o8] fﬁs“’oq'“

Mit dem Taschenrechner folgt:
y~cos '(0.9145) ~ 23 87°.

Hinweis: Es ist sinnvoll, die Kosinusformel im CAS als Funktion zu speichern. Auf Seite 343
findet man in dem Zusammenhang auch die CAS-Losung des letzten Beispiels.

» Hicraus folgt unmittelbar y ~ 36,837,

II. Vektoren

> Beispiel Gegeben scldasDre
den Eckpunkten P(SISII)

R(11014). Besum |e %4
des lnnenwmkels

des Dreiecks. o(

Losung:

Wi n dne Dreiecksseiten, die
gen, zuné;i_c_l_i.s! durch die
Ve tone RP und b = RQ dar.

&nch als Winkel zwischen diesen

oren @ und b auffassen.

Qun konnen wir mithilfe der Kosinusfor-
mel den Kosinus des Winkels y bestim-
men.

Wir erhalten cosy = 0,8004.

Ubung 12 -
Bestimmen Sie die GriBe des Winkels zwischen den Vektoren a und b.

wi=(}).6=(3) wa= (j),s= (_E) 0= (3)5:(?)

Ubung 13
Bestimmen Sie die GriBe des Winkels a mithilfe von Spaltenvektoren.
a) y 1 ' : b) z

Ubung 14

Bestimmen Sie alle Winkel im Dreieck PQR.

a) P(3]4),Q(6/3).R(3]0) b) P(3[4]1),Q(6/3]2),R(3|0]3)

¢) P(6|3]8),Q(7|4]|3).R(4|4/2) d)P(1]2]2),Q(3]4/2),R(2|3|2+ V3)

Ubung 15 A . fe
Gegeben sind die Vektoren @ = (4) undb = (0
2

7

) . Wie muss die Koordinate z gewiihlt werden,

damit der Winkel zwischen @ und b eine GriBe von 45° hat?
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74 - 11 Vektoren

2

als zueinander orthogo - Oﬂwahtme:im
; t a Zwei Vektoren & und b (i, b # 0) sind
n genau dann orthogonal (senkrecht),
i wenn ihr Skalarprodukt null ist.
“ﬁ%ﬁm kan man ilb & d-b=0
emf fen, ob zwei
al sind. Das Skalarpro-
dukt der ist dann niimlich gleich i 6
null ry=90° gilt:
|a]-|b]-cos 90° = |&|-|b|-0=0.
> Beispiel: Orthogonale Vektoren Lisung

=, bsind nicht orthogonal.
= &, sind orthogonal.
= b, &sind nicht orthogonal.

Priifen Sie, ob zwei der drei Vektoren ib=1
orthogonal sind. i¢=0
b-&=1

000

> Beispiel: Rechtwinkliges Drefeck
Priifen Sie, ob das Dreieck mit den
Eckpunkten A(0|0]|4), B(2]|2]2),
C(013]1) rechtwinkligist (Schriigbild

anfertigen).

Lisung:

Im Schriigbild ist die Rechtwinkligkeit des

Dreiecks nicht erkennbar. __ 2\ o oy -2
Bilden wir jedoch rechnerisch die Seiten- AB={ 2),AC={| 3],BC=|{ 1
vektoren und berechnen dann deren Ska- =4 = =
larprodukte, so stellt sich heraus, dass das S -, .

» Dreieck bei B rechtwinklig ist. AB-AC=12,BA-BC =0,CB-CA =6
Losung:

> Beispiel: Termvereinfachung = .
Gegeben sind zwei Vektoren @ und b (@+b)-(2d8-3b) =
mit den Eigenschaften |a]|=2, =282 —35.-b+2b-8—3b2
[b|=1 und & L b. Vercinfachen Sic

ol = 2 =2la| -—a-b-—3|b|
-(2a-3b).
‘denTerm(a+b) (2a-3b) =2.4-0-3-1
> =3

I1. Vektoren P 75

SO\ \®Q'

[
» Beispiel: Bestimmung emeso omld@lon

3
Gesucht ist ein Vekl oieﬁ qehouna = ( ) und b = (- ; ) orthogonal ist.

Wuvw @&uc—() Dacsowohlzuaalsauchzubonhogonalsemsoll

kﬁpmdukte @-Tund b-& Null ergeben. Setzt man die Spaltenvektoren cin und
vc el dic Koordinatenform des Skalarprodukts, so erhiilt man cin Gleichungssystem
chungen mit 3 Variablen.

& 0= ( )(;):0 = I x+2y+2z2=0
o\ z I x+4+2y+2=0

3 x I.(=3)+11 -7y-2=0
b:-C=0 = (—l)-(y) =0= l3x-y+2z=0
2 z

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen, beispiclsweise die Losung x=5, y=1

v

) -
und z = 7. Der Vektor ¢ = ( l) ist also z. B. orthogonal zu @ und b.

Ubung 16
Priifen Sie, welche der Vektoren orthogonal zueinander sind oder fiir welchen Wert von a sie
orthogonal sein kénnten.
3\ . [o 2y 4 4 1 = -a
a=|2], b=|4), C=]|-3), d=(1]), €={a], f=| 2a
0 2 6 1 1 0
Untersuchen Sie, ob das Dreieck ABC einen rechten Winkel besitzt.

Ubung 17
a) A(2/2]0),B(1]4]2),C(—1]4]0.5) b) A(5|1]|2),B(2|4(2),C(—1|1]|2)

Ubung 18

Zwei Vektoren @ und b besitzen die Eigenschaften | =4, [b/ = 3 und @ L b. Vereinfachen Sie
die folgenden Terme: . L i

a) (3@+b)- (@-2b) b) (@-b) ¢) (@-5b)-(b+4)
Ubung 19

Geben Sie einen Vektor an, der zu dem bzw. zu den gegebenen Vektoren orthogonal ist.

wi=(1) wi=(2) oi= (E).S: (-é) d)i:(_i).t‘;:(-%)

Ubung 20
Untersuchen Sie, obdie Diagonalen im Viereck ABCDmit A(2]1),B(4]2),C(3|5)und D(0|3)
orthogonal zueinander sind. Fertigen Sie eine Zeichnung an.
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

axiomatischer Zugang

Definition

Es sei V ein Vektorraum und ¢ eine Abbildung, die jedem Paar ( ¥:W ) von Vektoren eine
reelle Zahl ¢( v.:w) zuordnet. Eine solche Abbildung heif3t Skalarprodukt, wenn gilt:

(L) VreRVT’,ﬁ-’eV:(p(r?';ﬁf)=(p(?-';1‘ﬁ-’)=1‘(p(?—-’;ﬁf) (Linearitit)

(D) Vu.:.v.weV:ip(u+v.w)=@(u.:w)+@(v.:w) (Distributivitit)
(K) VviweV:p(v:w)=¢p(W.V) (Kommutativitit)
(P) VveV:ip(v.v)=20 (Positivitit)

(R) VveV:ip(v.v)=0 & v=0 (Reichhaltigkeit)

Ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt hei3t euklidischer Vektorraum.
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Skalarprodukt

arithmetischer Zugang

Artikel Stiickzahl im Stiickzahl im Stiickzahl im Preis pro
Basissortiment Erganzungssortiment 1 Erganzungssortiment 2 Stiick

Gleisstlick (gerade) 3 8 15 2,40 €
Gleisstick (gebogen) 8 4 8 2,70 €
Anschluss-Gleisstiick 1 0 1 6,29 €
Weiche (links) 0 1 2 17,98 €
Weiche (rechts) 0 1 2 17,98 €
Weichenantrieb 0 2 4 12,98 €

: m % Gleisstiick (gebogen) LA

Anschluss-Gleisstiick Aty Weiche (rechts)

1 | | i o ”

8l _ ) 4 i
Gleisstiick (gerade) Weichenantrieb Weiche (links)

Bestimmen Sie den Gesamtpreis von Erganzungssortiment 2.

2 min

IQ.SH & ¥
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

Artikel Stiickzahl im Stiickzahl im Stiickzahl im Preis pro
Basissortiment Erganzungssortiment 1 Erganzungssortiment 2 Stiick
Gleisstlick (gerade) 3 8 15 2,40 €
Gleisstick (gebogen) 8 4 8 2,70 €
Anschluss-Gleisstiick 1 0 1 6,29 €
Weiche (links) 0 1 2 17,98 €
Weiche (rechts) 0 1 2 17,98 €
Weichenantrieb 0 2 4 12,98 €
15 2,40 15 2,40
8 2,70 8 2,70
o = | 1 .| 6,29 sor=| L |o| @29 | Z15. : : : : : - -
e, = 2 p= 1798 ey,op = 5 1708 | = 15-2404+8-2704+1-6,2942-179842-17984+4-12,98 = 187,73 (in €)
- 17.98 2 17.98
4 12,98 4 12,98
Teilevektor Preisvektor Gesamtpreis

Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 100 57



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

1. Die Lehrkraft gibt eine neue Rechenvorschrift bekannt.

Definition:
Als Skalarprodukt zweier Vektoren d, b € R? mit

- ax = bx
a= (ay> und b = <by>

wird die Summe einander entsprechender Komponenten von a und b bezeichnet:
7L ® 1) = @y 0 10y R Ty © (B

2. Arbeitsauftrag fur Schilerinnen und Schiler: . o . .,
] . ) . Die Vorschrift ,,fallt vom Himmel”.
Suchen Sie moglichst viele verschiedene Paare von Die Schilleraktivierung besteht

Vektoren a und I;, deren Skalarprodukt O ist. hierin:

Uberlegen Sie, was die Schiilerinnen und Schiiler
an die Tafel schreiben konnten.

O i
ah 2 min 58




Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

3.

Ergebnisse

, besonders sicher!
mit Nullvektor orthogonale Vektoren

achsenparallel

Das Skalarprodukt wird O, wenn der Nullvektor beteiligt ist oder wenn die beiden Vektoren

orthogonal sind.
Das Skalarprodukt hat irgendetwas mit dem Winkel zwischen den Vektoren zu tun.

59



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang
- didaktische Bemerkungen

— Spielerisch ein Verfahren entdeckt, orthogonale Vektoren zu finden
— Fir zeichnerische Uberpriifung wichtig, zunichst im R2 zu erarbeiten

— differenzierender Zusatzauftrag: auch Vektoren aus dem R3 betrachten (bewirkt erneut
kreativen Ehrgeiz).
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

4. Arbeitsauftrage fur Schilerinnen und Schiler:
a. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst.
b. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit seinem Gegenvektor.

c. Untersuchen Sie das Skalarprodukt zweier kollinearer Vektoren.

zu a: Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist das Quadrat seines Betrages.

- - ax ax >
aoa=<a )O(a )=axz+ay2=|oz|2=a2
y y
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

4. Arbeitsauftrage fur Schilerinnen und Schiler:
a. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst.
b. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit seinem Gegenvektor.

c. Untersuchen Sie das Skalarprodukt zweier kollinearer Vektoren.

zu b: Das Skalarprodukt eines Vektors mit seinem Gegenvektor ist das Quadrat des
Betrages multipliziert mit -1.

> oo [T A\ _ 2 2_ 2 2] — 1712 — _ 2
—doa= (—ay)°<ay) = —a,“—a,°= (-1 - |a, + a, |=-ld|?> = -a
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

4. Arbeitsauftrage fur Schilerinnen und Schiler:
a. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst.
b. Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit seinem Gegenvektor.

c. Untersuchen Sie das Skalarprodukt zweier kollinearer Vektoren.

zu c: Das Skalarprodukt eines Vektors mit einem zum ihn kollinearen Vektor ist:

a k -
&o(k-&)=(a;)o<k_2;>=k-ax2+k-ay2=k-[ax2+ay2]=k-|§|2=k-a2
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer Zugang

4. Arbeitsauftrag fur Schilerinnen und Schiler:

Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Differenzenvektors a — b mit sich selbst.

(3-5)-(1-9)= (") (o 75)
= (ax — by)(ax — by) + (ay, — by)(a, — b,)
= a,? — 2a,by + b,* + a,? — 2a,by, + b,,°
= a,?+a,? — 2[achy + a,by|+b,° + b,°

- 2
=|dl*?—=2-dob+

= 2
= ldal?—=2-dob+

b
b
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer & geometrischer Zugang

5. Was bedeutetnun —2-dob ? : il
Die Seiten im Dreieck OBA sind: a-
il 5| wnd |i ~ 5|, 3
0 - B
Der Kosinussatz im Dreieck OBA lautet: b

&—1_52 = 1|2 =2 d|- ‘E‘-Cos(q(d),l_?))>+ ‘E‘z

Vergleich m|t Gleichung aus 4:

-

d—b| = 3> — 2-dob +‘ ‘

liefert:

o
S

© COS (q (Fz, E))

nach Mallas, H., IQSH, Kiel 65



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

arithmetischer & geometrischer Zugang

-

6. Was bedeuten die Faktoren von |d| - cos (< (5{, E)) : ‘b‘ ?

Der Kosinus im Dreieck OFA ist

coS ({ (07, 1_5)) = ||0;|'| B
= |0_F)| = |a| - cos (<I (07, E))

Der Vektor |0F| = a 7 ist die Projektion des Vektors d auf den Vektor b.

Der Vektor a wird in zwei Komponenten zerlegt: a - parallel zu b
al » - orthogonal zu b.

d o b ist das Produkt der Lange des ersten Vektors mit der Lange der Projektion des zweiten Vektors auf
den ersten.

nach Mallas, H., IQSH, Kiel 66



Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

— Eine algebraische Verkniipfung zweier Vektoren wird geometrisch interpretiert.

— Das Vorgehen erhéht die gedankliche Beweglichkeit, z.B. beim Bestimmen orthogonaler
Vektoren.

— Weitere Fragen schlielSen sich an, z.B. Verkntpfung dreier Vektoren, Unterschied zur s-
Multiplikation.

— Typische Schwierigkeiten sind bei dieser Aufgabe zu erwarten: Bestimmen Sie alle Winkel im
Dreieck ABC.

— Altere Biicher bieten zusatzlich den umgekehrten Weg an, aus der geometrischen Situation
ein Skalarprodukt zu gewinnen.
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Skalarprodukt IQ.SH 7 ¥

— Enorm wichtig ist die bewusste Verwendung der Projektionsidee fiir Abstandsberechnungen
anstelle unverstandener Rechenschemata.

— neue Darstellungsform (Normalenformen) fiir Ebenen durch geometrische Interpretation
— Rechenregeln fur die Verknupfung von Vektoren und Zahlen werden verstandlich

— Ein ahnliches Vorgehen, eine algebraische Verknlipfung zweier Vektoren geometrisch zu
interpretieren, ist beim Kreuzprodukt maoglich.
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Vektorprodukt

Fachanforderungen

2.2.1 Leitides 1: Algorithmus und Zahl

I der Oberstule werden mit Vektoren i

algebraische Objekte und Operationen eingefibr, dia

m R und B neue
hinausgehan.

dber die aus der Sekundarstufe | bekannten Zahlbereiche

IQ.SH =&

Inhaltzbarogens Kempetenzen

Verbindliche Themen und Inhalte

Vargaben und Hinweise

Die Schilerinnen und Schiler

= lazen per Hand einfache Gleichun-
gen, die gich durch Arnwende

die Rechangesstes aines Vektor-

rAUMmEs an.

= nutzen die Rechengesetee flr
Skalarpredukt und Vektorprodulkt
zurn Berechhnan und Umifarmen ven
Terrmen sowie zum Losen von Vektor-
gleichungen.

+ Gleichungen mten Grades

D Palyramdndzion muss nicht unter-

< der 2-di urn

+ der I-dimensionale Vektorraum B

+ Mulhektor

+ Gageanvekior

+ Addition von Vektoren

= Bultiplikation won Vektoren mit Skalaren
+ Vektorgleichungen

+ Linsarkombination

N .

ineare Unabhdngigkeit
+ Skalarprodukt
« Wektorprodukt

2.2 Leitides 1: Algorithmus und Zahl

I der Oberstufe werden mit Vektoren im B2 und R*
neus algebraische Objekte und Operationen einge-

fukrt, die Gber die aus der Sekundarstufe | bakannten
Zahlbereiche hinausgehen.

i B Bl W, ™

= e
e Sehdlerinnen und Sehaler. .

Verbindliche Themen und Inhalte

WVorgaben und Hinweise

lésen per Hand einfache Glaichun-

e

\i/m/@n/
als Versehisbungen kann auf ibee Defi-

nition als Aguivalenzklasse (Plailklasss)
vernchtet werden.

Rechengesetze aines Veklorraurmeas
an,

nutzen die Rechengesetze flr
Skalarpradukt und Vekterprodukt
zum Berechnen und Umfarmen voen
Termen sowie zum Losen von Vektor-
glaichungen.

+ Gleichungen mlen Grades

rechnen mit a-Tupeln und wendan die |« der 2-dimensionale Vektarraum R

+ dear 3-dimenzionale Vektorraum R*

+ Mullvekiar

+ Gageamekiorn

+ Addition von Vektaren

+ Multiplikation von Mektoren mit Ska-
laren

+ Wektorgleichungen

+ Linearkarmbination

ineare Unabhangigkeit
« Skalarprodukt
< Mekterprodukt

Die Palynomdivigion muss nicht unter-

Dureh die Inter pretation van Vektoren
als Verschisbungen kann auf thre
Definition als Aquivalenzklasse (Pfeil-
klasse) verzichtet werden.

MBWFK SH (Hrsg.,

anforderungen Mathematik.

MBWFK SH (Hrsg., anforderungen Mathematik.

Allgemeinbildende Schulen SEK | und SEK II. Kiel. Allgemeinbildende Schulen SEK | und SEK II. Kiel.
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Vektorprodukt

Nachbereitung

Erkunden Sie den Zugang zum Vektorprodukt.

Mallas, H.: IQSH, Kiel

Mathematik IQ.S H 5‘-’&

Staphan Baja Qua
85 Messen SEK I . hi

Das Vektorprodukt’
a d
1) Die Vektoren u =| & | und v =| e | spannen eine Ebene auf
¢ f

a. Geben Sie einen Normalenvektor dieser Ebene an, bei dem x =1 ist.

b. Alle Koordinaten von u und v sollen ganze Zahlen sein. Geben Sie einen
Mormalenvektor dieser Ebene an, bei dem ebenfalls alle Koordinaten
ganzzahlig sind, nicht nur x.

14 9
2) Die Vektoren w=|0|und¥=[12 spannen eine Ebene auf.
1] ]

a. Geben Sie shne ClassPad unmittelbar einen Normalenvektor dieser Ebane
an.

b. Geben Sie mit dem Vektorprodukt einen Normalenvektor an. Vergleichen
Sie die Betrdge der beiden Normalenvekteran

c. DieVektoren u und v sind die Seiten eines Parallelogramms. Geben Sie
die Koordinaten von vier méglichen Eckpunkten an. Berechnen Sie den
Flacheninhalt des Parallelogramms.

8 11
3) Die Vektoren u =| 8 | und v =| 2 spannen ein Parallelogramm auf.
4 10

a. Geben Sie unmittelbar mit dem Kreuzprodukt den Flacheninhalt des Paral-

lelogramms an.

o

Geben Sie die Koerdinaten von vier méglichen Eckpunkten des Parallelo-
gramms an. Zeigen Sie: Eine der beiden Diagonalen ist orthogonal zu ei-
ner der Seiten.

c. Durch die in b) nachgewiesene Eigenschaft lassen sich zwei interessante

raumliche Objekte finden: ein Rechteck und ein Quader mit ganzzahligen

Koordinaten. Einer der Wektoren « oder v sowie eine der beiden

" Maas, H.- IGI5H, Kiel
1712

|IQ.SH =&

Vektorprodukt - der erarbei Verfahren

9

kiorpradukt a b st eine Verkniipfung zweier Vektoren im 3D-Raum und
Is Ergebnis einen Vektor ¢ =a xb mit folgenden Eigenschaften:

sktor ¢ ist orthogonal zu der Ebene, die von den beiden Vektoren aundb
pannt wird.

otrag | ¢ | ist gleich dem Flicheninhalt des Parallelagramms, das ven den
n Vektoren aufgespannt wird. |L_ =|n_xg‘=A

Orientierung ergibt sich nach der Drei-Finger-Regel der rechten Hand aus
rientierung der beiden Vektoren.

kungen
ktorprodukt sagt man auch Kreuzprodukt oder duBeres Produkt
storprodukt eines Vektors mit sich selbst ergibt den Nullvektor.

chen der Faktoren kehrt sich die Orientierung um {Antikommutativgesetz).

inger-Regel der rechten Hand - b

ktoren a und b (Daumen und Zei- ¢ =g b F -
[— a

ar der rechten Hand) spannen ain

lagramm auf. Der Vektor &= xh R

pnkrecht auf der Parallelogrammfla- e =axh

ittelfinger).

nung des Vektorprodukts

ay (d b f—ce 1 [ ()
b}x QW: —a-f+e-d|. Sett man i=lo B ;: 1| und k =|0 . kann
e) \f) | ae-bd 0 0 1

ch schreiben (Kramersche Regel):

a d iad 1 [} [
- be ad ad
ble|e|=det| fhe |=|0]-de| " || 1] -de °° |+| 0] de =
0 el ef he

e} \r Kef

1 i () bof-ce

0|-(b-f-c-e)=|1|-(a-f—c-d)+|0|-(a-e—h-d)=|-a-f+e-d

0 0 1 ae-bed
3/12
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Modelle zur Darstellung

Lagebeziehungen und Abstande




Lagebeziehungen IQ.SH & ¥

Punkt B Gerade g, Ebene E,
Punkt A
Gerade g,
... ist parallel zu...
Ebene E,

Erganzen Sie die fehlenden Beziehungsangaben. 73




Lagebeziehungen IQ.SH & ¥

Punkt B Gerade g, Ebene E,
Punkt A ... ist identisch zu... ... ist enthalten in... ... ist enthalten in...
... ist nicht identisch zu... ... ist nicht enthalten in... ... ist nicht enthalten in...
Gerade g, ... enthdlt ... ... ist identisch zu... ... ist enthalten in ...
... ist parallel zu... ... ist parallel zu ...
... schneidet... ... schneidet ...

.. ist windschief zu ...

Ebene E, ... enthdlt ... ... enthdlt ... ... ist identisch zu...
... ist parallel zu... ... ist parallel zu...
... schneidet... ... schneidet...
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Vorbereitung IQ.SH & ¥

Sie werden vermutlich alle bereits wahrend |hres Referendariats dazu kommen, analytische Geometrie in
der E-Phase zu unterrichten. Wer dies schon getan hat, weil}, wie wichtig gerade beim Wechsel in die
Dreidimensionalitat weiterhin anschauliche Darstellungen und Modelle fiir den Aufbau von
Grundvorstellungen sind. Hier kann sowohl analog (,,begehbares Koordinatensystem® im Klassenraum, 3D-
KOS aus Papier [siehe https://www.youtube.com/watch?v=1DgkWPr06Zc, dort auch Material zum
Download], Knete, Holzspielsen, Styropormodelle, Pappmodelle, Wollfaden etc. pp.) als auch digital
(GeoGebra AR / 3D) gearbeitet werden.

Haben Sie bereits Unterrichtserfahrungen? Wunderbar, wir sind gespannt auf Ihren Bericht! Falls nicht,
uberlegen Sie sich bitte nun, wie Sie bei nachster Gelegenheit arbeiten wollen.

Bringen Sie bitte in jedem Fall das entsprechende Material mit, um uns Ihre Herangehensweise vorstellen
zu konnen. Notieren Sie sich vorab auch Chancen und Grenzen.



https://www.youtube.com/watch?v=1DgkWPr06Zc

Modelle |Q.SH & ¥

Wahlen Sie eine Lagebeziehung zweier Objekte, bei der ein Abstand bestimmt werden kann,
und stellen Sie diese mit Hilfe der Materialien exemplarisch in einem Modell dar.

Finden Sie den Abstand im Modell und stellen Sie diese mit Hilfe einer Strecke dar.
Beschreiben Sie ein analytisches Vorgehen, wenn beide Objekte gegeben sind.

Diskutieren Sie den didaktischen Mehrwert des von lhnen erstellten Modells.



Modelle |Q.SH =& ¥
GeoGebra AR

GeoGebra 3D Rechner fiir iOS oder Android
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Feedback

1. Folgendes will ich im Unterricht ausprobieren...
2. Das war fur mich neu...
3. Das war fur mich die zentrale Botschaft...

4. Das kam fur mich heute zu kurz...

|IQ.SH =& ¥
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Ausblick

Das nachste Modul findet statt

am 04.02.2026
bei BBB/moodle
an einem beliebigen Ort

in dem Internet

IQ.SH & ¥
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