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Rechenwege in den Fokus

Bevor Sie weiterlesen: Bitte l6sen Sie die Aufgabe
295:5 im Kopf und notieren Sie dabei knapp,
welche Rechenschritte sie dabei nutzen. Hitten
Sie die Aufgabe anders l6sen konnen, wenn ja -
wie? Wenn Sie mit Zahlen (und nicht mit Ziffern
unter Nutzung des schriftlichen Algorithmus)
gerechnet haben, werden Sie dabei sog. menta-
le Werkzeuge genutzt haben (vgl. Abb. 1). Auch
Mirkan rechnet die Aufgabe und erklért seinen
Rechenweg im Rahmen einer Rechenkonferenz:
wZuerst hab” ich mir die Aufgabe angeguckt und
gesehen, dass die 295 ganz nah an 300 liegt. Und
300:5weil ich auswendig, das sind 60 - weil 5+ 6
sind 30. Aber dann hitte ich eine Fiinf zu viel, in
die 295 passen also nur 59 Fiinfen.“ Auch Mirkan

nutzt mentale Werkzeuge und ohne die entspre-
chenden mentalen Werkzeuge wére er nicht in
der Lage gewesen, die Aufgabe so zu l6sen, wie
er es getan hat.

Erst die gemeinsame Thematisierung von
Rechenwegen macht sichtbar, welche mentalen
Werkzeuge schon genutzt werden kénnen - und
welche ggf. noch nicht.

Mentale Werkzeuge erarbeiten

Das Vorhandensein von mentalen Werkzeugen
befdhigt ein Kind, einen Erwachsenen zum auf-
gabenangemessen Losen von Rechenaufgaben.
Diese Werkzeuge entwickeln sich nicht unab-
héngig voneinander, sondern sie bilden ab dem
ersten Schultag ein Netzwerk unterschiedlicher
Kompetenzen, das im Mathematikunterricht ste-

tig gemeinsam erarbeitet und erweitert werden
muss (vgl. Abb. 1). Schdrfer formuliert heiflt das
aber auch: Ohne ein tragfdhiges Netz mentaler
Werkzeuge ist Rechnen nicht méglich. Doch was
sind jetzt diese mentalen Werkzeuge? (Beispiele
fiir die Addition und Subtraktion finden sich z. B.
bei Schulz 2018).
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Bei Multiplikation und Division kénnen viele
verschiedene Grundvorstellungen unterschie-
den werden (vgl. z. B. Padberg & Benz 2020). Fiir
das Rechnen sind vor allem die Vorstellungen
des Auf- und Verteilens (bei der Division) und
die Vorstellung des Wiederholens und des Zu-
sammenfassens (bei der Multiplikation) relevant
(vgl. Selter & Zannetin 2018).
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Abb. 1: Mentale Werkzeuge als Voraussetzung zum Rechnen

Operation Multiplikation Division
Aufgabe 3-4=12 12:4=3
Grundvorstellung | Wiederholtes Hinzufligen | Zusammenfassen Aufteilen in gleichméchti- | Gerechtes Verteilen

gleichmachtiger Mengen

gleichmdchtiger Mengen

ge Blindel

in Gruppen

Rechengeschich-

Hedwig geht dreimal in

Auf dem Tisch stehen drei

Auf dem Tisch stehen 12

Es sollen 12 Blumen ge-

te den Garten und holt jedes | Blumenvasen. In jeder Vase | Blumen; immer vier in recht auf vier Vasen verteilt
Mal vier Blumen. stehen vier Blumen. einer Vase. werden.
Wie viele Blumen? Wie viele Blumen? Wie viele Vasen? Wie viele Blumen pro Vase?
Veranschau-
lichung

IYYY)

Tabelle1: Grundvorstellungen von Multiplikation und Division im Uberblick
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Der Erarbeitung dieser Grundvorstellungen und
der Thematisierung der Zusammenhénge zwi-
schen ihnen sollte spdtestens im zweiten Schul-
jahr viel Zeit eingerdumt werden (fiir Beispiele
siehe htips://kira.dzIm.de/node/795). Dabei scheint
es sinnvoll, die Grundsituationen zur Multiplika-
tion eng mit denen zur Division zu verkniipfen,
und zwar aus mindestens zwei Griinden: Wenn
jemand verstanden hat,
= dass Multiplikation und Division Umkehrope-
rationen sind, fallt vor allem das Lésen von
Divisionsaufgaben (auch in héheren Zahlen-
rdumen) sehr viel einfacher, da hier dann auf
die entsprechenden Multiplikationsaufgaben
zurtiickgegriffen werden kann (vgl. unten).
= dass es zur Multiplikationsaufgabe 3-9=27
zwei komplementire Divisionsaufgaben gibt,
namlich 27:3=9 und 27:9=3, dann fillt das
Automatisieren von Aufgabensétzen sehr viel
leichter als ohne dieses Verstdndnis (vgl. das
Beispiel Aufgabenfamilien unten).

Mirkan aktiviert bei seiner Bearbeitung die
Grundvorstellung des Aufteilens bzw. des Ent-
haltenseins, er fragt: Wie viele Fiinfer passen
in die 295? Zudem nutzt er den Zusammenhang
zwischen Multiplikation und Division bei der
Lésung der Aufgabe 300: 5.

Verstindnis arithmetischer Regeln und
Zusammenhange

Die drei wichtigsten Eigenschaften, die beim
Losen von Multiplikations- bzw. Divisionsauf-
gaben genutzt werden, sind die Kommutativitat

(die Faktoren bei einer Multiplikation diirfen
vertauscht werden), die Assoziativitdt (die Rei-
henfolge, in der mehrere Faktoren miteinander
multipliziert werden, ist egal) und die Distributi-
vitdt. Mirkan 16st die Aufgabe 295:5, indem er die
Distributivitdt nutzt. Er weil, dass er die Hilfs-
aufgabe 300: 5 rechnen darf und zwar weil gilt:
300:5=(295+5):5=295:5+5:5=59+1. Sicherlich
wird Mirkan das nicht auf diese Weise denken
und notieren - doch der Grundgedanke hinter
seinem Losungsweg ist analog. Diese Eigenschaf-
ten gelten selbstverstandlich nicht nur fiir das so
genannte grofle Einmaleins, sondern in gleicher
Weise schon fiir das kleine Einmaleins, wie die
Beispiele in Abb. 2 und Abb. 4 zeigen.

Ein besonders tragfdhiges und (mental) fort-
setzbares Modell zur Veranschaulichung der Ei-
genschaften von Multiplikation und Division sind
Rechtecksdarstellungen (vgl. Schulz 2017, Biich-
ter & Padberg 2020). An Rechtecks-Punktefeldern
konnen zum Beispiel gut die so genannten Aufga-
benfamilien besprochen werden (Abb. 2).

Besonders gut geeignet sind Rechtecksdar-
stellungen auch fiir das gemeinsame Entdecken,
Zeigen und Besprechen von Aufgabenbeziehun-
gen zur Thematisierung und Entwicklung von
Kopfrechenstrategien (Abb. 4, vgl. Schipper et
al. 2015).

Das Deuten von Rechtecksdarstellungen zur
Thematisierung von Multiplikation und Divisi-
on ist jedoch nicht voraussetzungslos und erfor-
dert das stetige gemeinsame Besprechen dieser
Darstellungen - so wie in Abb. 2 und Abb. 4 an-
gedeutet.
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Ich sehe die Aufgabe 43 =12,
namlich 12 Punkte in vier
Dreier-Spalten.

Ich sehe die Aufgabe 3:4 =12,
namlich 12 Punkte in drei
Vierer-Reihen.

Ich sehe die Aufgabe 12:4 =3,
namlich 12 Punkte aufgeteilt in
drei Vierer-Reihen.

Ich sehe die Aufgabe 12:3 =4,
namlich 12 Punkte aufgeteiltin
vier Dreier-Reihen.

Aufgabenfamilie
4.3=12 und 3-4=12
12:3=4 und 12:4=3

Abb. 2: Versprachlichung von Aufgabenfamilien am Beispiel der Aufgabe 3:4 =12
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Abb. 3: Veranschaulichung der Aufgabe 300 : 5 durch das Verteilen von 30 Zehnern in 5 Gruppen

Automatisierte Grundaufgaben

Langfristig ist es wiinschenswert, wenn Schii-
lerinnen und Schiiler alle Multiplikations- und
Divisionsaufgaben des kleinen Einmaleins ver-
standnisbasiert schnell und sicher abrufen kén-
nen, Als unverzichtbarer Grundstock jedoch gel-
ten die sog. Kernaufgaben (auch Konigs- oder
Sonnenaufgaben genannt), denn aus diesen
konnen alle anderen Aufgaben des kleinen Ein-
maleins abgeleitet werden. Die Kernaufgaben
sind die , mal-eins-“, , mal-zwei-*, , mal-fiinf-
und , mal-zehn-Aufgaben“ mit Tausch- und Um-
kehraufgaben sowie alle Quadrataufgaben mit
Umkehraufgaben.

Stellenwertverstindnis

Ein tragféhiges Stellenwertverstandnis umfasst
die Fahigkeit, sicher und flexibel die Beziehun-
gen zwischen den Bestandteilen eines Zahlworts,
den Ziffern einer Zahl und der zu benennenden
Menge herstellen zu konnen - und zwar vor dem
Hintergrund der fortgesetzten Biindelung. Die-
ser letzte Aspekt ist flir das Multiplizieren und
Dividieren mit groen Zahlen von besonderer
Bedeutung, denn hier werden hiufig die Zusam-
menhinge zwischen nicht direkt benachbarten
Stellenwerten relevant. So kann zur Losung der
Aufgabe 24000 : 60 der Zusammenhang zwischen
Tausendern und Zehnern genutzt werden:

,24 Tausender durch 6 Zehner'. Dazu wird zu-
néchst liberlegt: Wie viele Zehner sind in einem
Tausender enthalten? Das sind hundert. Also
sind 24 Tausender durch 6 Zehner 4 Hunderter.
Diesen Zusammenhang zwischen den - vor al-
lem nicht direkt benachbarten - Stellenwerten
erst wihrend der Thematisierung des groflen
Einmaleins zu besprechen, wire zu spit: Wenn
beim Multiplizieren und Dividieren grofler

Zahlen das ,Nullen-Streichen bzw. -Anhdngen”
nicht als unverstandener und fehleranfalliger
Trick genutzt werden soll, sollten die Zusam-
menhange zwischen nicht benachbarten Stel-
lenwerten bereits im zweiten und dritten Schul-
jahr thematisiert werden (vgl. Schulz & Wartha
im Druck). Mirkan nutzt ebenfalls sein Wissen
um Stellenwerte beim Losen der Aufgabe 300: 5.
Unter Riickgriff auf die bekannte Aufgabe 30:5
bzw. 5-6 weild er, dass er 30 Zehner durch 5 teilt
und 6 Zehner als Ergebnis erhalt (Abb. 3).

Aufgaben- und Zahlenblick

Der Aufgaben- und Zahlenblick hilft dabei,
bereits vor oder wiahrend des Rechnens zu er-
kennen, wie ein besonders geschicktes Vorge-
hen beim Losen aussehen konnte: Anstatt wild
drauflos zu rechnen’, wird die Aufgabe erst ein-
mal in Ruhe betrachtet. Schiitte spricht in die-
sem Zusammenhang vom ,, Zuriickhalten des Re-
chendrangs” (Schiitte 2004). Auch Mirkan halt
- wenn auch nur kurz - inne, um die Aufgabe
einzuschitzen: ,Zuerst hab” ich mir die Aufga-
be angeguckt und gesehen, dass...“ Was Mirkan
sieht, sind Beziehungen und unter intuitiver Nut-
zung der bisher beschriebenen Werkzeuge kann
er dann einen geschickten Rechenweg beschrei-
ten: Er sieht, dass durch 5 geteilt werden soll,
er sieht, dass der Dividend nahe an einer Zahl
liegt, die er gut durch 5 teilen kann, und er sieht,
dass der Abstand zwischen diesen beiden Zahlen
ebenfalls durch fiinf teilbar ist.

Die Dauer des Innehaltens’ vor dem Beschrei-
ten eines Rechenwegs kann von Person zu Per-
son sehr unterschiedlich sein - und manchmal
sieht man trotz langem Hinsehen keine Moglich-
keit, die Aufgabe geschickt zu l6sen. Ob und wie
schnell ein geschickter Weg erkannt wird, hangt
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malgeblich davon ab, ob die anderen Werkzeuge
bereits vorhanden sind; der Aufgaben- und Zah-
lenblick hat dann eine ,organisierende” Funktion.
Trainiert werden kann der Aufgaben- und Zah-
lenblick mit Sortieraufgaben (vgl. z. B. Rechtstei-
ner 2020). Ziel dieser Aufgaben ist das Innehalten,
die Suche nach Beziehungen und das Ankniip-
fen der gegebenen Aufgaben an das individuelle
Wissensnetz.

Ein weiteres Werkzeug

Um die bisher genannten Werkzeuge beim Lo-
sen von Multiplikations- und Divisionsaufgaben
angemessen nutzen zu konnen, ist eine weitere
Kompetenz unbedingt notwendig: Das sichere
Addieren und Subtrahieren im entsprechenden
Zahlenraum. Das Lisen der Aufgabe 7-6 iiber
die Aufgabe 6 6+6 ist nur dann sinnvoll, wenn
der Rechenschritt 36 +6 schnell und sicher ge-
lingt. Ist dies nicht der Fall, wiirde das Nutzen
von Ableitungsstrategien fiir ein Kind keinen
vorteilhafteren Rechenweg darstellen als das
Durchgehen der Sechserreihe.

Werkzeuge verkniipfen - Strategien
thematisieren

Beim Ldsen von Multiplikations- und Divisions-
aufgaben sollen Schiilerinnen und Schiiler im
Laufe der Schulzeit lernen, sog. Ableitungsstra-
tegien zu nutzen - also Strategien, bei denen das
Ergebnis aus bekannten Aufgaben hergeleitet
werden kann (vgl. Gasteiger & Paluka-Grahm
2013). Das Nutzen von Ableitungsstrategien
kann im Unterricht anschauungsgebunden
thematisiert werden. Hierzu eignen sich ein

Hunderter-Punktefeld fiir das kleine Einmal-
eins nebst zwei halbtransparenten Folien un-
terschiedlicher Farbe (z. B. rot und blau), spéter
das Vierhunderter-Punktefeld und Rechtecks-
skizzen. Dabei kénnen vier Impulsfragen beim
Erkennen und Nutzen operativer Beziehungen
und schlieflich bei der Entwicklung von trag-
fahigen Strategien hilfreich sein (vgl. Schulz &
Wartha im Druck):

= Wie wird die Aufgabe dargestellt?

= Wie oder wo wirst du das Ergebnis sehen?

® Welche Aufgabe kennst du schon?

= Wie kannst du diese bekannte Aufgabe nutzen?

Im Folgenden wird am Beispiel der Divisions-
aufgabe 42: 6 gezeigt, wie Strategien materialge-
stlitzt versprachlicht und gemeinsam erarbeitet
werden konnen (weitere Beispiele finden sich
bei Schulz & Wartha im Druck, Beispiele fiir die
Multiplikation siehe ebd, z. B. auch bei Schipper
et al. 2015).

Division mit dem Punktefeld

Um Divisionsaufgaben am Punktefeld darzustel-
len, sind zwei Aspekte im Vorfeld zu beachten:
Der Zusammenhang zwischen Multiplikation
und Division kann und sollte genutzt werden und
die Vorstellung des Aufteilens in gleich machtige
Biindel ist zentral.

Aufgabe darstellen - Reihe einstellen

Das Darstellen der Aufgabe 42:6 am Punktefeld
ist nicht ohne weiteres moéglich, denn dafiir
miisste der passende Ausschnitt - also die Anzahl
der Reihen und Spalten - auf dem Punktefeld

Basisbeitrag
Einmaleins und
Einspluseins

Reihe einstellen und Ergebnis vorweg-
nehmen:
.Wie viele Sechser sind in 42 enthalten?

Bekannte Aufgaben suchen:
JIch weil3, dass 5 Sechsen insgesamt 30
sind, und 30 ist nah an 42

2 Sechsen.

Bekannte Aufgaben nutzen:
,Bis zu 42 fehlen nur noch 12, das sind

Insgesamt enthélt die 42 also 7 Sechsen.”

Abb. 4: Veranschaulichung und Versprachlichung von Ableitungsstrategien am Beispiel 42:6 =7
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bereits bekannt sein. Bekannt ist jedoch nur die
Anzahl der Punkte, die im Ausschnitt zu sehen
sein sollen (hier: 42) und die Gr6Re der zu bilden-
den Biindel (hier: 6). Daher wird bei der Divisi-
on - anders als bei der Multiplikation - nicht die
Aufgabe eingestellt, sondern die ,,Reihe” (hier:
die Sechser-Reihe, vgl. Abb. 4 links).

Das Ergebnis vorwegnehmen

Bevor nun die Losung der Aufgabe 42 : 6, zum
Beispiel iiber benachbarte Aufgaben hergeleitet
wird, sollte zunédchst gemeinsam versprachlicht
werden, wo und wie das Ergebnis am Punktefeld
am Ende der Handlung zu sehen sein wird: Ge-
sucht wird die Anzahl der Sechser-Biindel; das Er-
gebnis ist also die Antwort auf die Frage ,Wie viele
Sechser-Biindel sind in 42 enthalten?®. Aus diesem
Grund ist es geschickt, im ersten Schritt bereits die
Sechser-Biindel einzustellen (Abb. 4 links).

Eine bekannte Aufgabe suchen

In diesem Schritt wird der Zusammenhang
zwischen Multiplikation und Division beson-
ders relevant. Und es ist notwendig, dass die

59

Sechser, um 42 Punkte einzustellen. Hierzu feh-
len noch 12 Punkte, also zwei weitere Sechser
(Abb. 4 rechts). Die 42 besteht also aus 5 Sech-
sern und nochmal 2 Sechsern. In der 42 ist die 6
also insgesamt 7 mal enthalten.

Multiplikation und Division an
Rechtecksskizzen

Fiir grofere Zahlenrdume werden Punktefel-
der irgendwann unpraktisch. Das beschriebe-
ne Vorgehen kann aber gut auf Rechtecke tiber-
tragen werden. So kann zum Beispiel Mirkan
seinen Rechenweg mit Hilfe eines skizzierten
Rechtecks erkldren: ,Jch male mir ein Rechteck.
Das Rechteck soll 295 Einheiten grof3 sein. Um
rauszubekommen, wie oft die 5 in die 295 passt,
denke ich mir ganz viele Fiinfer-Streifen neben-
einander in das Rechteck, und ich will wissen,
wie viele das sind. Wenn das Rechteck 300 Ein-
heiten grof} wire, wire das einfach, das wairen
dann 60 Fiinfer-Streifen. Dann wire das Recht-
eck aber einen Fiinfer-Streifen zu grof3, deshalb
muss ich einen Fiinfer wieder wegnehmen und
habe nur noch 59. (vgl. Abb. 5).

.

~

S5er

) -

295

2

7

~

60

Abb. 5: Veranschaulichung einer Divisionsaufgabe an einer Rechtecksskizze (Beispiel 295 : 5)

Schiilerinnen und Schiiler die Kernaufgaben be-
reits gut automatisiert haben. Auf dieser Grund-
lage konnen die Kinder nun eine Kernaufgabe
,suchen, die in der Sechser-Reihe vorkommt,
und deren Ergebnis nah an 42 liegt. Hierfiir ka-
men zum Beispiel die Quadrataufgabe 6-6=36
oder die Aufgabe 5-6=30 infrage. Diese bekann-
te Aufgabe wird nun am Punktefeld eingestellt
- also zum Beispiel 5 Sechser-Reihen mit insge-
samt 30 Punkten (Abb. 4 Mitte).

Die bekannte Aufgabe nutzen

Im letzten Schritt wird nun der Bezug zur Aus-
gangsaufgabe hergestellt: Gesucht ist nicht die
Anzahl der Sechser, die ben&tigt werden um 30
Punkte einzustellen, sondern die Anzahl der

Schluss

Lehrerinnen und Lehrer wissen, dass aufgaben-
angemessenes (Kopf-) Rechnen nicht vorausset-
zungslos ist, und dass die Kinder hierfiir bereits
viel wissen und konnen miissen. Im vorliegen-
den Beitrag wurde der Versuch unternommen,
die mentalen Werkzeuge, die hierfiir notwendig
sind, etwas aufzurdumen. Durch dieses Aufrau-
men kann es mdglich werden, die Entwicklung
einzelner Werkzeuge gezielt zu diagnostizieren
und zu férdern. W
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