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Grundvorstellungen von Ableitung und Integral
als Zugang zur Analysis

1 Einleitung

Grundvorstellungen spielen bei der Entwicklung des Ableitungs- und Integralbegriffs eine
zentrale Rolle im Analysisunterricht der Sekundarstufe II. Eine Grundvorstellung zu einem
fachlichen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des Begriffs, die diesem Sinn gibt. Die Aus-
bildung einer solchen Vorstellung ist eine wesentliche Voraussetzung, um mit einem Be-
griff verstindnisvoll umgehen zu konnen. Hingegen ist ein Aspekt eines mathematischen
Begriffs ein Teilbereich des Begriffs, mit dem dieser fachlich charakterisiert werden kann.
Aspekte und Grundvorstellungen sind beim Umgang mit Mathematik untrennbar miteinan-
der verbunden. Durch Grundvorstellungen konnen fachliche Aspekte eines mathematischen
Begriffs erfasst und durch den Bezug zu sinnhaltigen Kontexten mit Bedeutung versehen
werden [Greefrath ET AL. 2016, S. 17]. Wir erldautern im Folgenden exemplarisch wichtige
Grundvorstellungen der beiden zentralen Begriffe ,,Ableitung* und ,,Integral” und zeigen
auf, wie Grundvorstellungen stidrker als Zugénge zu diesen Begriffen in den Blick genom-
men und vernetzt werden konnen.

2 Ableitung

2.1 Aspekte von Ableitungen

Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle kann unter zwei fachlichen Aspekten be-
trachtet werden: als Grenzwert des Differenzenquotienten und als lokale lineare Approxi-
mation. Der Aspekt der Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten dominiert die
Schulbiicher und viele universitire Lehrwerke, er wird deswegen nicht weiter ausgefiihrt.
Der Aspekt der lokalen Linearisierung spielt dagegen eine untergeordnete Rolle (vgl. aber
die Beitrage von HENNING und OLDENBURG ET AL. in diesem Heft). Unter diesem Aspekt

wird eine Funktion f in einer (beliebig) kleinen Umgebung von x, durch eine lineare
Funktion approximiert. Man wiéhlt die lineare Funktion so, dass der entstehende Approxi-
mationsfehler r(x-x,)=f(x)—(f(%)+m:(x-x,)), also die Differenz zwischen den
Werten von f und den Werten der linearen Funktion, moglichst schnell klein wird, wenn
man sich der Stelle ndhert. Die fachlich prizise Definition der Differenzierbarkeit von f
in x,€R lautet, dass es eine Zahl m wie in der Definition des Restgliedes r(x-x,)
gibt, mit der gilt: limr(xx;;“) =0. Die Zahl m wird dann als Ableitung f'(x,) bezeichnet.
X=X, =X
Fiir eine vollstindige Beschreibung der Aspekte und Grundvorstellungen zum Ablei-

tungsbegriff verweisen wir auf GREEFRATH ET AL. [2016, S. 147 ff.]. Im Folgenden
betrachten wir exemplarisch die Grundvorstellungen lokale Anderungsrate und Verstir-

kungsfaktor.
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2.2 Grundvorstellung ,lokale Anderungsrate“
In der Sekundarstufe I werden verschiedene Begriffe zur Beschreibung von Anderungspro-
zessen thematisiert: absolute und relative Anderung, prozentuale Anderung, Monotonie,
Extremum etc. Darauf aufbauend, ldsst sich der Differenzenquotient f(_xz—fﬁ(ﬁ als mittlere
i

Anderungsrate und der Grenzwert davon als lokale Anderungsrate einfiihren. Diese Grund-
vorstellung ist eng verkniipft mit dem Aspekt des Grenzwertes des Differenzenquotienten,
sie lasst sich aber auch aus dem Aspekt der lokalen Linearisierung gewinnen: Fiir lineare
Funktionen ist die Anderungsrate gerade die Steigung.

Studien [z. B. FEUDEL 2015, HERBERT
UND PIERCE 2012] zeigen allerdings, dass die

Vorstellung der lokalen Anderungsrate von Y
den Lernenden nicht leicht aufgenommen =8 ¥
wird und insbesondere viele Sichtweisen er- 5
laubt [z. B. THOMPSON 1994, UBuz 2007], 4
die dazu fiihren, dass ,,[...] students at vari- 3
ous levels have difficulty conceptualizing the 2
idea rate of change [TEUSCHER und REYS =

2010, S.519]. Neben dem grundlegenden

- s 2 ' : 40 1 3 4 5 6 7 8 9 0 1
Beispiel der Geschwindigkeit eignen sich -
verschiedene Wachstumsprozesse gut zur | :

Entwicklung dieser Grundvorstellung.
& g g Abb. 1: Zusammenhang zwischen Abwurfwinkel und

% Zur Uberprufung, ob die Vorstell.ung der Abwurfgeschwindigkeit bei einem erfolgreichen
Anderungsrate bezogen auf Funktionsgra- Freiwurfim Basketball

phen ausgebildet ist, kann man die folgende
Aufgabe verwenden:

Ein Punkt P auf dem Graphen der Funktion f hat die Koordinaten (xl y) . Verdnderungen

Ax des x-Wertes von P bewirken Verdnderungen Ay des y-Wertes. In einem bestimm-

ten Punkt des abgebildeten Graphen von f gilt % =2. Erldutern Sie, in welchem Punkt

dies ndherungsweise der Fall ist.

Schreibt man die Ratenbeziehung % =2 multiplikativ als Ay =2Ax, ermdglicht das eine neue

Sichtweise, die Grundlage einer weiteren, im Folgenden beschriebenen Vorstellung.

2.3 Grundvorstellung ,,Verstarkungsfaktor*

Besteht zwischen zwei GroBen ein funktionaler Zusammenhang, wirken sich Anderungen
(beispielsweise Messfehler) der unabhédngigen Grofe auf die abhingige GroBe aus. Die
Grundvorstellung vom Verstirkungsfaktor kleiner Anderungen beinhaltet, dass sich solche
Anderungen multiplikativ auswirken (Ableitung als Verstirkungsfaktor).

Eine solche Verstirkungsfaktorvorstellung lisst sich sowohl auf den Differenzenquotienten

als auch auf die Ableitung anwenden [vgl. auch MALLE 2003]: Ay=%ﬁ"°)-m bzw.

Ay = f'(x,)-Ax.
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Die erste Gleichung ist eine Konsequenz der Definitionen Ay = f(x)— f(x,).Ax=x—x,, die

zweite approximative Gleichung dagegen driickt aus, dass sich die tatsichliche Anderung
Ay gut durch die linearisierte Anderung dy= f'(x,)-Ax approximieren lisst (dabei sind

Ax und dx identisch). Damit schlieBt diese Grundvorstellung vor allem an den Aspekt der
lokalen Linearisierung an.
Zur Grundvorstellung des Verstiarkungsfaktors gehoren folgende Vorstellungen:
e Die Ableitung gibt an, wie stark sich Anderungen der Unabhiingigen auf die abhingige
Variable auswirken.
e Hohe Werte der Ableitung signalisieren schnelle bzw. starke Anderungen.
e Fiir kleine Anderungen von Ax sind Ax und Ay niherungsweise direkt proportional.
Diese Vorstellung ist nicht im Fokus aktueller Analysis(schul)biicher, aber sie kann gerade
bei realitdtsbezogenen Problemen hilfreich sein, wenn Anderungen von abhingigen GroBen
bei Anderungen der unabhidngigen GroBen qualitativ und ndherungsweise auch quantitativ
erfasst werden sollen. Wir betrachten als Beispiel den Graphen aus Abb. 1. Bei einer quadra-
tischen Funktion f (Abb.2) lisst sich die Verinderung Ay bei der Anderung Ax in der
Umgebung des Punktes A des Graphen G; von f auch quantitativ abschitzen, wenn die

Steigung der Tangente in A an Gyals Verstirkungsfaktor genommen wird.
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Abb. 2: Visualisierung des Verstarkungsfaktors an verschiedenen Stellen des Graphen einer quadratischen Funktion

2.4 Verbindung der Grundvorstellungen

Wenn man mit Studierenden das Konzept der Grundvorstellungen diskutiert, kommt immer
wieder die Frage auf, wie trennscharf diese sind. Die Antwort ist enttduschend einfach: Sie
sind nicht trennscharf. Das ist der Idee der Grundvorstellungen geschuldet: Da man von
einem mathematischen Konzept idealerweise mehrere Grundvorstellungen hat, miissen diese
in Beziehung gesetzt werden, um ein konsistentes Gesamtbild abzugeben. Um dies zu unter-
stiitzen, sollte der Unterricht Beziechungen zwischen den Grundvorstellungen herausarbeiten.
Die lokale Linearisierung definiert lokal eine Strecke, die den Graphen gut approximiert —
zur Geraden fortgesetzt ergibt sich das globale Bild der Tangente als Schmieggerade. An die

Tangente lisst sich ein Steigungsdreieck anlegen und die zugehorige Steigung i:—f ist die
Anderungsrate. Multiplikativ gedeutet bedeutet das, dass lokal eine direkte Proportionalitit
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vorliegt: Ay ~Ax und der Proportionalititsfaktor ist der Verstarkungsfaktor. Es ist eine gute

Ubung, sich alle Kalkiilregeln der Ableitung und die relevanten Sitze (etwa zum lokalen
Extremum) aus der Perspektive moglichst vieler Grundvorstellungen zu erschlief3en.

3 Integral
3.1 Aspekte von Integralen
Beim Integral werden [siehe GREEFRATH ET AL. 2016 Kapitel 5] der Produktsummen-, der
MaB- und der Stammfunktionsaspekt voneinander unterschieden. Diese Aspekte zeichnen
sich dadurch aus, dass damit der Integralbegriff fachlich charakterisiert werden kann.

Der Produktsummenaspekt ist die Grundlage der RIEMANN-Definition bestimmter Inte-
grale. Ober- und Untersummen besitzen die algebraische Struktur einer Summe von Produk-
ten aq,-Ax, +a,-Ax, +...+a,-Ax, und das Integral ist ein Grenzwert davon. Innermathemati-

sche Beispiele dieser Vorstellung sind die Streifensumme, die Bogenldnge und das Rota-
tionskorpervolumen, ein auBermathemati-
sches Beispiel ist die Berechnung des zuriick-
gelegten Wegs aus Geschwindigkeiten in
bestimmten Zeitintervallen.

Werden Integrale unter dem Mafaspekt
eingefiihrt, so steht das Messen von Lingen,
Flachen, Volumina oder auch physikalischer
GroBen im Fokus.

Fiir stetige Funktionen konnen bestimmte PRI A
Integrale mit dem Stammfunktionsaspekt
fachlich charakterisiert werden. Ist f eine auf Abb. 3: Grundvorstellungen von Ableitung und

- ; ; Integral
einem Intervall / stetige reelle Funktion und Lgiuds
F eine Stammfunktion von f, so ist gemif3
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b
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung das bestimmte Integral If(x)d.x

a

=F(b)-F(a), mit a,be I. Das Integral ist also eine Differenz der Funktionswerte einer

Stammfunktion.

Diese Aspekte liefern die Basis fiir Grundvorstellungen der Integralrechnung: (Re-)
Konstruktionsvorstellung, Flicheninhaltsvorstellung, Mittelwertsvorstellung und Kumula-
tionsvorstellung (s. Abb. 3). Analog zum Ableitungsbegriff beschreiben wir exemplarisch
eine Grundvorstellung zum Integralbegriff, ndmlich die der (Re-)Konstruktion. Fiir eine
vollstandige Beschreibung der Aspekte und Grundvorstellungen zum Integralbegriff ver-
weisen wir auf GREEFRATH ET AL. [2016, S. 238 ff.].

3.2 Grundvorstellung ,,(Re-)Konstruktion ;

Unter Konstruktion oder Rekonstruktion im Zusammenhang mit dem Integralbegriff ver-
steht man haufig die (Re-)Konstruktion einer GroBe aus gegebenen Raten- bzw. Geschwin-
digkeitsdaten. Bestand und Anderung sind in diesem Zusammenhang wichtige Kategorien
[s. HAHN UND PREDIGER 2008, S. 178]. Die Unterscheidung zwischen Konstruktion und
Rekonstruktion liegt in der Interpretation der Werte der Ausgangsfunktion. Fasst man sie
als Werte einer gegebenen Grofle auf, so bedeutet das Integrieren die Neukonstruktion eines
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L O L R funktionalen Zusammenhangs. Interpretiert

" man sie als Anderungsraten eines funktiona-
= len Zusammenhangs, so bedeutet das Integ-

) B S " rieren die Rekonstruktion dieses Zusammen-

Sl e hangs [BENDER 1990]. Ein bekannter
:: ............ Kontext zu dieser Vorstellung der Rekon-
. <SR e R struktion einer GroBe ist die Rekonstruktion
. _ "= des vorhandenen Wasservolumens in einem
02 zetwnuen  BCNAltr aus Daten iiber die Zu- und Ab-
- flussgeschwindigkeit. Wir betrachten dazu
Abb. 4: Wasserzulauf und -ablauf als Beispiel die Graphen aus Abb. 4, die iiber

einen Zeitraum von 15 Minuten den gleich-
zeitigen Wasserzulauf und den Wasserablauf
in einem Becken in Abhingigkeit von der
Zeit angeben.
Fiir die Beantwortung der Frage, zu welchem Zeitpunkt am meisten Wasser im Becken ist,
ist die Grundvorstellung der Rekonstruktion hilfreich. Hier stellt man sich vor, wie grof3 die
Wassermenge ist, die in der betrachteten Zeit in das Becken hinein- und hinausgelaufen ist
(Zulauf und Ablauf). Der Fldacheninhalt der Fliche zwischen den Graphen entspricht dieser
Wassermenge. So kann mit Hilfe der Rekonstruktionsvorstellung erkannt werden, dass
genau zu dem Zeitpunkt, der zum Schnittpunkt der beiden Graphen gehért, am meisten
Wasser im Becken ist.

Die inhaltliche Deutung des Integrals im Sinne einer Konstruktion oder Rekonstruktion
von GroBen oder Stammfunktionen ist besonders vielfaltig und hat Beziige zu allen Aspek-
ten des Integrals. Sie wird daher als besonders wichtig fiir ein inhaltliches Integralverstind-
nis angesehen [DANCKWERTS UND VOGEL 2006, S. 98 ff.].

3.3 Verbindung der Grundvorstellungen

Die Kumulationsvorstellung besagt, dass das Integral eine verallgemeinerte Summe ist, ge-
nauer ein Grenzwert einer Produktsumme. Die Flacheninhaltsvorstellung schlie8t sich daran
tiber das Hilfsmittel der ,,Streifensumme* an. Wenn man bei diesem Hilfsmittel die Streifen-
hohen mittelt, verwandelt man die Fliche in ein flichengleiches Rechteck, dessen Hohe der
Mittelwert der Funktionswerte ist. Der letzte Streifen gibt an, wie stark sich die Gesamtfliche
andert: Seine Hohe ist also eine Anderungsrate, aus der der Flicheninhalt rekonstruiert wird.

4 Verbindung von Differential- und Integralrechnung

Im Sinne eines vernetzenden Lernens sollten die Grundvorstellungen zu den beiden Schliis-
selbegriffen der Analysis verbunden werden. Der Zugang zum Integral iiber ,,Bestinde und
Anderungsraten im Anwendungskontext* ermdglicht den direkten Bezug zur Anderungsra-
tenvorstellung der Ableitung, wie das folgende Aufgabenbeispiel (Abb. 5) zeigt.

Der Graph zeigt die Temperaturidnderung (in °C pro Stunde) in Abhingigkeit von der
Tageszeit (in Stunden) und es soll bestimmt werden, wann die Temperatur maximal ist.
Dies verbindet die Anderungsratenvorstellung mit der Kumulationsvorstellung bzw. der
Rekonstruktionsvorstellung. Diese Vernetzung der Grundvorstellungen zeigt sich besonders
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deutlich beim Hauptsatz der
Differential- und Integral- Temperaturanderung

rechnung. Die dahinterstehen-

den fachlichen Aspekte sind ‘ o ,
die der Ableitung als Grenz- EREE RN AR RE=N
wert des Differenzenquotien-

ten und des Integrals als
Grenzwert einer Produkt-
summe — die Paare inverser
Grundrechenarten suggerieren die Beziehung, die der erste Hauptsatz prazisiert. Die glei-
chen fachlichen Aspekte verbinden sich auch in der folgenden Aufgabe:

Abb. 5: Temperaturanderung in Abhangigkeit von der Tageszeit

Ein Korper steht auf dem Boden und ist 2 m hoch. Schneidet man ihn parallel zum Boden
in der Hoheh durch, so hat die Querschnittsfiiche den Flicheninhalt A(h)

2
=—h?> +2h+1. Erldutern Sie, welche Bedeutung der Ausdruck _[A(h)dh hat.
0

Das Volumenintegral ist der Grenzwert iiber eine Summe von Volumina von Scheibchen
der Hohe dh. Betrachtet man das Integral als variabel in der oberen Grenze, dann ist die
Querschnittsfliche die Anderungsrate bzw. der Faktor, mit dem sich eine kleine Héhenin-
derung des Korpers verstirkt.

Hier zeigt sich insbesondere, dass die geometrische Flichenvorstellung nicht so gut zur
geometrischen Tangentenvorstellung passt. Um die durch den Hauptsatz gegebene Briicke
zu gehen, miisste man ausgehend von der Tangentenvorstellung beim Integral zu einer
Vorstellung der Integralkurve im Richtungsfeld kommen. Und umgekehrt miisste man bei
der Flacheninhaltsvorstellung dazu kommen, das aktiv wachsende Stiick einer Fliche als
Ableitung zu sehen (man vergleiche den Aufsatz von KIRFEL und ASLAKSEN in diesem
Heft).

5 Fazit

Mit Hilfe von Grundvorstellungen zentraler Begriffe konnen verschiedene Aspekte der
Begriffe im Hinblick auf das Lehren und Lernen analysiert werden. Dies ermdglicht eine
detaillierte Betrachtung zum Begriffsverstindnis einzelner Begriffe, aber auch die Analyse
von Zusammenhingen verschiedener Begriffe auf der Ebene der Grundvorstellungen. Zu-
dem kann die Betrachtung der moglichen aktivierten und vernetzten Grundvorstellungen
Kriterien fiir die Beurteilung von unterrichtlichen Zugingen zu einem Begriff wie dem
Integral ergeben. :

So wird beispielsweise die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Anderungsrate
als wesentlich fiir die Rekonstruktionsvorstellung des Integrals angesehen [DANCKWERTS
und VOGEL 2006, S. 125]. Weitere Zusammenhidnge zwischen Grundvorstellungen der
beiden Begriffe Ableitung und Integral zeigt Abb. 6. Beispielsweise ist die Rekonstruktion
der Stammfunktion mit Hilfe von Tangentensteigungen ein Hinweis auf den Zusammen-
hang der Vorstellungen von Tangentensteigung und Rekonstruktion.
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Die Idee der lokalen bzw. globalen Linearisierung

Lokale - R verbindet die Vorstellungen von lokaler Linearitit und
g \ ,:;" Mittelwert. Der Hauptsatz der Differenzial- und Inte-
\/f b
Xi A Yoz L) 4 L) g R P
T ‘ ] e gralrechnung zeigt mit ol ;[f(x)dx, dass
f die mittlere Anderungsrate gleich einem Mittelwert der
Ry TR Ab_leitungs_funktion ist, und stellt .damit einen Bezug
! zwischen Anderungsraten- und Mittelwertsvorstellung
her.
Verstiramgsfktor || ___ iaition Diese Zusammenhinge machen zum einen deutlich,
wie niitzlich das Vorhandensein mehrerer Grundvor-

Abb. 6: Zusammenhéange von Grundvor-

stellungen zu einem Begriff ist. So ist es moglich, auf
verschiedenen Wegen die Beziehungen zwischen zwei

stellungen zu Ableitung und Integral verschiedenen mathematischen Begriffen zu erkennen

und auf der Ebene der inhaltlichen Deutung dieser

Begriffe auch die fachlichen Beziige zu verstehen. Zum anderen konnen diese Zusammen-
hinge bei der didaktischen Beurteilung unterrichtlicher Zugédnge ein niitzliches Kriterium

darstellen.
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