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CamcCarpets als jahrgangs-
und facheriibergreifendes
Modellierungsprojekt

Xenia-Rosemarie Reit

Zusammenfassung

CamCarpets bieten sowohl fach- als auch schuljahres-
tibergreifende Projektmoglichkeiten fiir den Unterricht.
Im Physikunterricht der Sekundarstufe 1 zum Thema
Strahlenoptik oder im Mathematikunterricht der Sekun-
darstufe 2, konnen sie als sinnstiftendes Anwendungs-
beispiel der analytischen Geometrie erarbeitet und ein-
drucksvoll im GrofBformat von den Schiilerinnen und
Schiilern selbst realisiert werden. Von Seiten der Lehr-
kraft bedarf es einer guten Vorbereitung und Organisa-
tion der Lernumgebung, um eine Grundlage fiir selbst-
standiges und zielorientiertes Arbeiten zu schaffen. Im
Beitrag werden einerseits das Potenzial des Projektgegen-
stands ,,CamCarpets* aus fach- und jahrgangsiibergreifen-
der Sicht, als auch projektorganisatorische Umsetzungsas-
pekte erldutert. Zudem werden Stufungsmoglichkeiten fiir
ein leistungsdifferenziertes Arbeiten aufgezeigt.

CamCarpets sind Werbeteppiche (engl. carpet), die von ei-
ner ganz bestimmten Kameraposition aussehen, als seien es
aufrechtstehende Werbebanner. Von Sportiibertragungen im
Fernsehen, insbesondere bei Fu3ballspielen, sind sie vielen
bekannt. Wie in Abb. 1 (links) zu erkennen, liegen sie neben
den Toren und vermitteln dem Fernsehzuschauer das Bild
eines dreidimensionalen Werbeobjekts. Da Torraumszenen
hdufiger im Fernsehen zu sehen sind, lohnt Werbung in die-
sem Bereich. Spitestens die Aufnahme einer iiber die Wer-
bung laufenden Person (Abb. 1, rechts) ldsst Zweifel an der
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Dreidimensionalitit des Werbeobjekts aufkommen und mo-
tiviert zu einer genaueren Untersuchung des Sachverhalts.

Das Prinzip der CamCarpets beruht auf einer (Zentral-)
Projektion, bei der rdumliche Objekte ausgehend von ei-
nem festen Punkt, dem Augpunkt, zweidimensional darge-
stellt werden. Bei der Werbung mit CamCarpets wird genau
dieses Prinzip andersherum angewandt: ein zweidimensio-
nales CamCarpet-Bild (die eigentliche Bandenwebung) er-
zeugt beim Betrachter (der Kamera) ein dreidimensionales
(mentales) Bild. Dieses dreidimensionale Bild ist aber nur
von einer Position aus zu erkennen, befindet man sich an ei-
ner anderen Stelle, so sieht man nur ein verzerrtes Bild. In
Abb. 2 sieht man den am Boden liegenden verzerrten Cam-
Carpet, der nur von der Kameraposition aus den Anschein
eines stehenden dreidimensionalen Buchstabens hat. Ent-
gegen der Darstellung in Abb. 2 ist dieser dreidimensionale
Buchstabe nicht real vorhanden, sondern wird aufgrund der
Darstellung vom Auge, welches sich im Kamerapunkt be-
findet, konstruiert. Die Strahlen treffen sich zentral im Ka-
merapunkt, dem Augpunkt. Wiirde man den Kamerapunkt
verschieben, so wiirden sich auch die Strahlen und dement-
sprechend auch der CamCarpet verschieben.

Im Folgenden wird das Modellierungsprojekt CamCar-
pets aus fachlicher und unterrichtspraktischer Perspektive
unter jahrgangs- und fachiibergreifenden Gesichtspunkten
beschrieben. Grundsitzlich lassen sich die Hintergriinde der
CamCarpets mit analytischer Geometrie erschliefen. Ver-
stehen und umsetzen kann man das Prinzip aber auch mit
Kenntnissen der Strahlenoptik. Insofern handelt es sich
beim Modellierungsprojekt CamCarpets um ein sogenann-
tes Magnetthema, zu dessen Erarbeitung sich fachiibergrei-
fendes Arbeiten bzw. die Verkniipfung verschiedener Lern-
inhalte anbietet (Ludwig 1998, S. 68).

In der Sekundarstufe 2 eignet sich das CamCarpet-Pro-
jekt in besonderer Weise, um im oft kalkiilhaft und schema-
tisch unterrichteten Themengebiet der analytischen Geome-
trie (Borneleit et al. 2001) lebensnahe Anwendungen auf-
zuzeigen und, dartiber hinaus, mathematisches Arbeiten in
ein eindrucksvolles, von Schiilerinnen und Schiilern selbst
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Abb. 1 Links: Aufnahme der CamCarpets in der Commerzbank Arena Frankfurt aus Sicht der Haupttribiine. Rechts: CamCarpet als Werbetep-

pich erkennbar. (©Eintracht Frankfurt)

Abb. 2 Zentralprojektion des
dreidimensional Buchstabens A
auf den Boden ausgehend von
einer Kameraposition. (©Xenia-

Rosemarie Reit 2021) o _,:::
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erarbeitetes Produkt miinden zu lassen. In der Sekundar-
stufe 1 bieten CamCarpets einen unterrichtlichen Bezug zur
Strahlenoptik in der Physik und kénnen dort auch ohne ana-
Iytische Berechnungen von den Schiilerinnen und Schiilern
mithilfe von als Geraden verstandene Lichtstrahlen und da-
raus resultierende Schattenwiirfe erarbeitet und selbst reali-
siert werden.

1 CamCarpets unter dem
Modellierungsaspekt

CamCarpets sind reale Objekte aus der Lebenswelt, wel-
che sich mittlerweile sicherlich nicht nur bei FufBballspie-
len finden lassen. Mit mathematischen Mitteln lassen sich
die Hintergriinde verstehen, wodurch ein Zusammenhang
zwischen Realitdt und Mathematik entsteht. Beim Model-
lierungsprojekt CamCarpets wird zu einer Realsituation ein
mathematisches Modell entwickelt, welches einerseits be-
nutzt wird, um die urspriingliche Realsituation zu verstehen
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und andererseits, um daraus eine eigene Realsituation, den
eigenen Abil8-CamCarpet, zu entwickeln. Vor allem erste-
res stellt den Erklarungscharakter eines zu findenden mathe-
matischen Modells heraus (vgl. Henn 2000). Beim Model-
lierungsprojekt CamCarpets steht das Modellieren als Tétig-
keit im Vordergrund, ,,durch die ein mathematisches Modell
zu einem Anwendungsproblem aufgestellt und bearbeitet™
(Griesel 2005, zitiert nach Greefrath 2010, S.42) und zu-
sdtzlich in die Realitdt umgesetzt wird. Modellierungsauf-
gaben werden als Aufgaben verstanden, die einen gewissen
Grad an Authentizitidt aufweisen, verschiedene Losungswege
erlauben und Relevanz haben, wobei die jeweilige Prizisie-
rung und Ausprigung nicht eindeutig definiert ist (Reit 2016,
S. 16-18). Beim vorliegenden Modellierungsprojekt handelt
es sich aufgrund des vielfiltigen Losungsraums (siche Ab-
schn. 3.1) aber auch aufgrund der jahrgangsiibergreifenden
Umsetzungsmoglichkeiten und den damit verbundenen un-
terschiedlichen Herangehensweisen, um eine offene Aufga-
benstruktur, die, wie oben benannt, Anwendung in der Reali-
téit findet und einen Lebensweltbezug aufweist.
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Strukturieren lédsst sich das Modellierungsprojekt anhand
des Modellierungskreislaufs von Blum und Leifl (2005)
(Abb. 3), der sich inhaltlich auch bei der Beschreibung der
Kompetenz ,,Mathematisches Modellieren (K3) in den Bil-
dungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine
Hochschulreife (2015) wiederfinden lédsst. Eine inhaltlich
allgemeine Einbettung des Modellierungsprojekts CamCar-
pets in die Kreislaufstruktur, unter dem Gesichtspunkt einer
moglichen Strukturierungshilfe in der Projektvorbereitung,
lasst sich folgendermalen herausarbeiten, wobei auch alter-
native Wege durchaus moglich sind:

Realsituation/Situationsmodell:

Einfiihrung in das Modellierungsprojekt CamCarpets,
beispielsweise mithilfe von Abb. 1.

zum Realmodell:

(Gruppenspezifisches) Aufarbeiten und Plausibilisieren
der CamCarpet-Abbildung unter Annahme etwaiger Ver-
einfachungen (z. B. Zentralprojektion statt Parallelpro-
jektion) und Festlegung eines eigenen CamCarpet-Logos
zum mathematischen/physikalischen Modell:
Mathematische/physikalische Durchdringung des Prinzips
der Zentralprojektion als Schnittpunktproblem zwischen
Gerade und Ebene (Abschn. 3) bzw. des Schattenwurfs
(Abschn. 2)

zum mathematischen Resultat:

Erarbeitung des zweidimensionalen Projektionslogos, je
nach Jahrgangsstufe beispielsweise entweder durch An-
wendung innermathematischer Verfahren (z.B. Spur-
punktberechnungen, siehe Abschn. 3.1) oder durch Ver-
wendung der Werkzeuge von GeoGebra

zum realen Resultat

Umsetzung der im vorigen Schritt bestimmten Projek-
tion auf groBformatiges Papier bzw. groferer Flichen
(z. B. Schulhof)

Abb.3 Modellierungskreislauf
nach Blum und Leif3 (2005)

Reales
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O
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Eine Validierung des Modellierungsprojekts erfolgt intu-
itiv durch das Betrachten des Projektionslogos und daraus
ableitbarer etwaiger Fehler bei der Bestimmung der Pro-
jektionspunkte bzw. Ungenauigkeiten beim Zeichnen oder
grundlegend falscher Annahmen. Eine weitere Moglichkeit
der Validierung der dem Modell zugrunde gelegten Annah-
men, ist die Erstellung eines CamCarpets fiir ein reales Sta-
dion, wie es z. B. in der Aufgabe von Gerber (2008) gefor-
dert ist. Ein abschlieBender Vergleich mit CamCarpets aus
der Werbebranche erginzt den professionellen Blick als re-
alititsnahe Validierung des Modells. Tatsdchlich gibt es be-
reits seit einigen Jahren Entwicklungen hin zu ansteuer-
baren LED-CamCarpets, welche sich schnell an verschie-
denste Kamerapositionen anpassen lassen, sodass der
3D-Effekt nicht mehr nur auf eine Kamera begrenzt ist.
Diese Innovation befindet sich noch in der Entwicklungs-
phase.

2 CamCarpets im Physikunterricht der

Sekundarstufe 1

In der Sekundarstufe 1 ldsst sich das mathematische Prin-
zip hinter den CamCarpets zwar mit den bis dato erlernten
mathematischen Fachinhalten noch nicht analytisch erarbei-
ten, allerdings kann auch eine qualitative Einsicht im Physi-
kunterricht beim Thema Strahlenoptik zur Erarbeitung eines
eigenen CamCarpets ausreichen und zu eindrucksvollen Er-
gebnissen fiihren. Zur Erarbeitung eines eigenen CamCar-
pets finden sich die Schiilerinnen und Schiiler im Sinne von
projektartigem Lernen selbst in Gruppen zusammen, planen
ihren CamCarpet vom Logo/Schriftzug bis zum Endergeb-
nis selbst und entscheiden ebenfalls selbst tiber die Art und
Weise der Realisierung.

1 Konstruieren/
Verstehen

2 Vereinfachen/
Strukturieren

3

Math. Modell/
Problem

3 Mathematisieren

2
1
_ Real- ﬁl /_—Hﬁ Situations- 4 Mathematisch
situation * 5 — 420 modell 4 arbeiten
6 5 Interpretieren
. 6 Validieren
ea Math.
Resultate U Resultate 7 Darlegen/
\_/ Erklaren
5
Rest der Welt Mathematik
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Im Physikunterricht der Sekundarstufe 1 lernt man, dass
sich die modellhafte Beschreibung des Lichts als Strahlen
eignet, um damit zusammenhéngende Phinomene mit aus-
reichender Genauigkeit zu erkldren. Neben herkommlichen
(Schatten-)Experimenten mit géngigen Lichtquellen in der
Sekundarstufe 1 (wie z. B. Kerzen oder (Taschen-)Lam-
pen), bieten CamCarpets einen ganz anders gearteten in-
teressanten Zugang zu diesem Modell und eignen sich so-
mit als spannende experimentelle Alternative. Betrach-
tet man das Prinzip der CamCarpets als Zentralprojektion,
werden Strahlen als Geraden durch einen festen Punkt, den
Augpunkt als punktférmige Lichtquelle, dargestellt. Beim
Thema ,,Schatten” bieten CamCarpets die Moglichkeit
diese physikalischen Inhalte inhaltlich an einem Anwen-
dungsbeispiel zu durchdringen. Ob nun als Projektionsbild,
welches mittels einer Lichtquelle auf eine Fliche erzeugt
wurde oder CamCarpets als Schatten des im Weg des Lichts
stehenden Gegenstands. Zusitzlich lidsst sich das Projekt
mit oder ohne mathematischen Hintergrund realisieren, je
nachdem ob lineare Funktionen bereits unterrichtet wurden.
Zwar bewegt man sich in der Sekundarstufe 1 beim Thema
,.,Funktionen® noch nicht im dreidimensionalen Raum, aller-
dings bietet sich hier in Ankniipfung an lineare Funktionen
eine mathematische Herausforderung fiir leistungsstarke
Schiilerinnen und Schiiler (siche Abschn. 3.1). Das Cam-
Carpet-Projekt stellt somit verschiedenste Zuginge, je nach
Leistungs- und Jahrgangsstufe bereit.

X.-R. Reit

2.1 Unterrichtliche Umsetzung
Zum FEinstieg bietet sich eine qualitative Betrachtung des
CamCarpet-Prinzips z. B. mit einer Logofigur aus Legostei-
nen an, deren Schattenwurf betrachtet werden soll (Abb. 4).
Zur Realisierung bedarf es nur weniger Hilfsmittel. Hier-
bei konnen auch schon einige Schatten nachgezeichnet und
Versuche gestartet werden, das urspriingliche (Lego-)Logo
durch Positionierung der Augen bei der Lichtquelle wieder-
zuerkennen, wenngleich sich dabei zunichst nur sehr unge-
naue Projektionen ergeben. Hierbei wird schnell deutlich,
dass das Schattenwurfprinzip Grenzen hat, die die CamCar-
pets iiberwinden konnen: beim Schattenmodell sind i. d. R.
nur die Kanten sichtbar, die an lichtdurchlidssige Flichen
grenzen (vgl. Abb. 4). Andere Kanten, die fiir den 3D-Ein-
druck notwendig sind, lassen sich im Schattenmodell nur
im Nachhinein erginzen (bzw. werden ,,automatisch® vom
menschlichen Auge ergénzt) aber nicht direkt projizieren.
Die Moglichkeit der farblichen Kontrastierung verschie-
dener Flichen beim CamCarpet ermdglicht dagegen auch
diese scheinbar verdeckten Kanten und Flichen deutlich zu
machen. Spitestens jetzt ist die Motivation geweckt, ob und
wie genauere Projektionen gezeichnet werden konnen, so-
dass das Bild eines tduschend echten 3D-Logos entsteht.
Grundsitzlich kann in der nidchsten Arbeitsphase nei-
gungsdifferenziert gearbeitet werden. Ziel des Modellie-
rungsprojekts fiir alle Gruppen war eine fiir alle ,,begehbare*
CamCarpet-Darstellung mit folgender Aufgabenstellung:

Abb. 4 Schattenwurf zur Einfiihrung in das CamCarpet-Prinzip. (©Dirk Sommerbrodt 2021)
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Findet euch in Gruppen a 2-3 Personen zusammen
und konstruiert einen CamCarpet. Einigt euch auf ein
zu projizierendes Objekt und iiberlegt zusammen, wie
ihr die Projektionspunkte findet (GeoGebra, Schatten,
mathematisch mithilfe von Geraden, ...).

Folgenden Fragen miissen sich die Schiilerinnen und Schii-
ler nun stellen:

e Welcher Schriftzug, welches Logo soll projiziert werden?

e Welche Abmessungen soll der CamCarpet am Ende haben?

e Sollen die Projektionspunkte mit GeoGebra konstruiert
oder mathematisch (evtl. ankniipfend an das Thema ,,Li-
neare Funktionen® fiir leistungsstarke Schiilerinnen und
Schiiler) erarbeitet werden?

o Welche Kameraposition ist (mit Blick auf das ange-
strebte Format der Projektion) sinnvoll?

Je nach Lerngruppe und -ziel kann die so noch recht offene
Aufgabenstellung weiter eingeschrinkt werden. Zunichst
muss das Prinzip hinter den CamCarpets natiirlich themati-
siert werden.

Kleinformatige (DIN-A4/3) Realisierungen sind mit
wenig Aufwand relativ schnell erstellt. Es braucht nur
eine eigenen (Smartphone-)Kamera, Stativmaterial aus
der Physiksammlung, ggf. GeoGebra zur Konstruktion
der Projektionspunkte und eine eigene Logo-Idee. Bei der
2-stiindigen Umsetzung in einer 8. Jahrgansstufe ging es

Abb.5 Beispielhaftes
GeoGebra3D-Modell des
Buchstabens A, zusammen mit
seiner Projektion auf die xy
-Ebene ausgehend von einem
Kamerapunkt K. (©Xenia-
Rosemarie Reit 2021)

in Gruppenarbeit zundchst darum, sich einen eigenen zu
projizierenden Schriftzug bzw. ein Logo zu iiberlegen.
Hierbei sollte die Lehrkraft mit Blick auf fiir die Projektion
geeignete und weniger geeignete Logos beratend zur Seite
stehen. Entscheidet man sich fiir eine Konstruktion der Pro-
jektionspunkte mit GeoGebra, muss ein Modell des 3D-Lo-
gos in GeoGebra erstellt werden (sieche Abb. 5 beispielhaft
fiir den Buchstaben A). Der Vorteil einer GeoGebra-Kon-
struktion liegt darin, dass Anpassungen, die evtl. erst spi-
ter notig werden, schnell umgesetzt werden konnen. Erfolgt
eine mathematische Berechnung der Projektionspunkte ist
es schwierig genau abzuschitzen, wie grofl das Projekti-
onsbild bei gewidhlter Kameraposition und 3D-Buchstaben-
grofle tatsdchlich wird, sodass evtl. aufwendige Nachbe-
rechnungen die Folge sind.

Mochte man die Position des CamCarpets im Koordina-
tensystem von GeoGebra variabel gestalten, bietet es sich
bei der Erstellung des 3D-Modells an, die Punkte in Abhén-
gigkeit des ersten Punkts zu definieren und Schieberegler zu
verwenden. Das macht es moglich das 3D-Modell und so
auch die CamCarpet-Projektion, bei Bedarf im Nachhinein
ohne erneuten Konstruktionsaufwand einfach zu verschie-
ben. GeoGebra bietet auch im Vergleich zur hdndischen Be-
rechnung der Punkte den Vorteil, dass die Kameraposition
schnell angepasst werden kann. Andererseits ist das mathe-
matische Durchdringen des Prinzips der CamCarpets vor
allem fiir leistungsstirkere Schiilerinnen und Schiiler eine
motivierende Herausforderung.

Nach Erstellung des 3D-Modells und der Festlegung
der Kameraposition als Punkte in GeoGebra lassen sich
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Abb. 6 Gleichzeitige Ansicht des 3D-Modells und der dazugehorigen CamCarpet-Projektion auf die xy-Ebene. (©Xenia-Rosemarie Reit 2021)

Abb. 7 Stativaufbau zur
Realisierung der korrekten
Ausrichtung der Kamera, von
der aus der 3D-Effekt beobachtet
werden kann. (OXenia-
Rosemarie Reit 2021)

die Projektionspunkte mit den bereitgestellten Werkzeugen
,,Gerade® und ,,schneide* als Schnittpunkte, der durch Ka-
merapunkt und Buchstabenpunkt verlaufenden Geraden mit
der xy-Ebene, konstruieren (Abb. 5). Da die Projektions-
punkte in Abhingigkeit vom Kamerapunkt konstruiert sind,
kann dieser einfach verschoben und die daraus resultierende
CamCarpet-Projektion beobachtet werden. Die gleichzei-
tige Anzeige von 3D- und 2D-Fenster in GeoGebra bietet

eine libersichtliche Darstellung von 3D-Logo und dazuge-
horigem CamCarpet (Abb. 6).

AbschlieBend erfolgt die Realisierung im Klassenraum
auf DIN-A3/4-Papier (oder auch grofleren Formaten), in-
dem die Projektionspunkte ma@stabsgetreu iibertragen
werden. Ein Stativaufbau bietet sich an, um die in GeoGe-
bra festgelegte Beobachterposition (Kameraposition) zu fi-
xieren (Abb. 7). Der korrekte Abstand der Kameraposition
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Abb.8 CamCarpet beim Blick durch die korrekt positionierte Ka-
mera von Abb. 7. (©Xenia-Rosemarie Reit 2021)

zur Projektion muss mit Blick auf die in GeoGebra ver-
wendeten Mafle ausgemessen werden. Bei korrekter Posi-
tionierung der Kamera kann der CamCarpet eindrucksvoll
durch die Kamera beobachtet werden (Abb. 8).

3 CamCarpets im Mathematikunterricht
der Sekundarstufe 2

In der Sekundarstufe 2 lassen sich CamCarpets, wie in
Abschn. 2 beschrieben, nicht nur erstellen, sondern auch
auf mathematischer Ebene nachvollziehen und von Grund
auf erarbeiten. Sie bieten die Grundlage fiir ein von den

Abb.9 GrofBiformatiger Abil8-
CamCarpet auf dem Schulhof
(Buchstabenhohe ca. 7 m).
(©Xenia-Rosemarie Reit 2021)

Schiilerinnen und Schiilern selbst umgesetztes Modellie-
rungsprojekt mit einem beeindruckenden Produktergeb-
nis. Die Schiilerinnen und Schiiler entscheiden selbst iiber
den von ihnen zu erarbeitenden Schriftzug. Kurz vor dem
Abitur ist ein fiir die Abitur-Zeitung verwendbarer Schrift-
zug naheliegend und ein zusitzlicher Motivationsfaktor,
der das Modellierungsprojekt den Schiilerinnen und Schii-
lern zu eigen werden lisst. Bei der Umsetzung des Model-
lierungsprojekts tibernimmt die Lehrkraft die Rolle eines
Moderators, der die einzelnen Projektteile und deren Zu-
sammenfiihrung organisatorisch und zeitlich im Auge be-
hilt.

Ziel des Modellierungsprojekts in der Sekundarstufe 2
ist die Erstellung eines grof3formatigen CamCarpet-Schrift-
zugs auf dem Schulhof (Abb. 9). Die 22 Schiilerinnen und
Schiiler des Mathematik-Grundkurses, die kurz vor dem
Abitur stehen, entscheiden sich fiir ,,Abil8*.

Ziel: Konstruktion eines grofformatigen Abil8-Cam-
Carpets auf dem Schulhof.

Insgesamt stehen 4 Doppelstunden und die Hausaufgaben-
zeit zur Vorbereitung des CamCarpets zur Verfiigung. Be-
vor mit der Realisierung auf dem Schulhof begonnen wer-
den kann, muss einiges an Vorarbeit geleistet werden. Es
muss eine mogliche CamCarpet-Position auf dem Schulhof,
inklusive einer Kameraposition gefunden werden, um dann,
ausgehend von einem 3D-Modell des Schriftzugs, die Koor-
dinaten der auf die xy-Ebene projizierten Buchstabenpunkte
in Abhéngigkeit von der Kameraposition zu bestimmen.

Im Folgenden werden die moglichen mathemati-
schen Zuginge zum Konzept der CamCarpets, sowie die
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unterrichtliche Umsetzung als grofformatiger Abil8-Cam-
Carpet auf dem Schulhof im Detail beschrieben.

3.1 Fachliche Einbettung

Die Mathematik, die hinter den CamCarpets steckt, ldsst
sich in der analytischen Geometrie verorten. Ob mit Spur-
punkten, Projektionsvektoren oder, meist auf Leistungs-
kurs-Niveau, mit Projektionsmatrizen: CamCarpets erlau-
ben leistungsdifferenziertes Arbeiten. Die folgenden Vari-
anten werden beispielhaft fiir einen Punkt beschrieben, der
ausgehend von einer Kameraposition auf die xy-Ebene pro-
jiziert werden soll (Abb. 5).

3.1.1 Variante 1: Spurpunkte

Die Kamera befinde sich in K(5| — 5|6) und ein Punkt des
3D-Modells sei A(0]|0]4) (vgl. Abb. 5). Daraus ldsst Siil)l
eine Gerade gsx bestimmen, die beide Punkte enthilt. OA
bildet den Stiitzvektor und der Vektor /7( stellt den Rich-
tungsvektor der Geraden gax dar.

L = N 0 5
gak: X =O0A+r-AK=|0|+r-| -5],reR
4 2
(GL 1)

Durch Bestimmung des Spurpunkts Sy, der Geraden gk er-
hilt man den Projektionspunkt von A in der xy-Ebene. Der
Spurpunkt hat die z-Koordinate z = 0. Die z-Koordinate des
allgemeinen Geradenpunkts betrigt z =4 4 2r. In der xy
-Ebene gilt also 0 =4 4 2r. Dadurch erhidlt man r = —2.
Den Spurpunkt S,, erhidlt man nun durch Einsetzen von

r = —2 in die Geradengleichung:
0 5 -10
—
Xo=10]+E2-| -5 = 10 (Gl. 2)
4 2 0

Dies fiihrt auf den Spurpunkt A,,(—10|10]0), der gleichzei-
tig der Projektionspunkt des urspriinglichen Punkts A ist.
Analoge Berechnungen mit allen Punkten des 3D-Schrift-
zugs fiihren auf die Koordinaten des auf die xy -Ebene pro-
jizierten 3D-Modells (vgl. Abb. 5).

3.1.2 Varianten 2: Kamerapunktabhangiger
Projektionsvektor

Da viele Projektionspunkte berechnet werden miissen, ent-
decken die Schiilerinnen und Schiiler schnell das hin-
ter Variante 1 liegende allgemeine Muster und entwickel-
ten daraus eine effiziente Methode: Nach Herleitung eines
allgemeinen, von der Kameraposition abhingigen Projekti-
onsvektors kann dieser durch Einsetzen der zu projizieren-
den Punkte und des Kamerapunkts zur Berechnung der Pro-
jektionspunkte verwendet werden. Die Implementierung
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dieses Projektionsvektors in ein Tabellenkalkulationspro-
gramm, dhnlich wie dies von einer Schiilergruppe mit Va-
riante 3 umgesetzt wurde (Abschn. 3.1.3), ermoglicht an
dieser Stelle eine effiziente Bestimmung der Projektions-
punkte.

Allgemein soll ein Buchstabenpunkt B(x|y|z) mit ei-
ner Kamera im Punkt K(k|kz|k3) in Kamerarichtung
k] —X
ky —y
k3 —Z
durch der Punkt B,, entsteht. Aus dem allgemeinen Schnitt-
punktproblem (siehe Variante 1) ergibt sich der Ansatz

—

Vo= auf die xy -Ebene projiziert werden, wo-

D 4r-V =byreR (GL. 3)
und damit
X Vi Xy N
y|+r-l v =1y | =by (GL. 4)
Z V3 0

ﬁ
Die dritte Koordinate von by, liefert, nach r aufgelost,

b Z
= T (GL.5)
Einsetzen von GI. 5 in GI. 4 liefert
vy
— Z
bxy =y |+ (_> V2
V3
Z V3
x -z x—z- it
z v 0
xX—z- E;:’;
= y—2z- kj:}zl
0
Der gesuchte Spurpunkt hat also die allgemeinen Koordina-
ten (x — z - E:’Z‘ ly—z- E:Z |0), wobei (x|y|z) die Koordina-

ten des zu projizierenden Punkts und (k |k, |k3) die Koordi-
naten des Kamerapunkts darstellen.

Setzt man hier den zu projizierenden Punkt A(0]0|4) und
den Kamerapunkt K (5| — 5|6) aus Variante 1 ein, erhilt
man den Projektionspunkt A, von A

0—4-3 —10
aw={0-4.22 =110 (GL.7)
0 0

und somit das gleiche Ergebnis wie mit Variante 1.

3.1.3 Variante 3: Kamerapunktabhangige
Projektionsmatrix

Auf einem hoheren Leistungsniveau kann zur Berechnung

der Projektionspunkte ausgehend von GIl. 6 noch eine vom
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Kamerapunkt abhiingige Projektionsmatrix hergeleitet wer-
den, die, gleichberechtigt zu Variante 2, fiir die Berech-
nung der Spurpunkte (Projektionspunkte) verwendet wer-
den kann.

Unter Verwendung der Matrixschreibweise kann Gl. 6
folgendermallen umgeschrieben werden

x—z 45 10 —g=2\  /x

b — _y kI g 2k |. —P. B
xy y z k3—Z k3—Z y
0 00 O Z

(Gl. 8)

wobei P die gesuchte Projektionsmatrix ist, die einen belie-
bigen Punkt B abhingig von der Kameraposition in die xy
-Ebene abbildet.

Fiir den Fall des anfinglich betrachteten Punkts A(0|0|4)
und der Kameraposition in K (5] — 5|6) ergibt sich also fol-
gende, von der Kameraposition abhiingige, Projektionsmat-
rix fiir den Punkt A

also A,,(—10]10|0) und damit denselben Spurpunkt wie mit
dem Projektionsvektor in Gl. 7 und zuvor mit Variante 1 be-
rechnet.

Da es sich bei dem Projektionsvektor und der Projek-
tionsmatrix nicht um einen allgemeinen Ausdruck han-
delt, sondern beides vom Kamerapunkt abhiingig ist, muss
auch bei diesen Varianten bei jedem Projektionspunkt eine
Rechnung erfolgen. Um sich die Arbeit hierbei zu erleich-
tern nutzt eine Schiilergruppe bei Variante 3 ein Tabellen-
kalkulationsprogramm, in das die Projektionsmatrix imple-
mentiert wird (Abb. 10). Nach Eingabe des zu projizieren-
den Punkts (Zellenbereich B4:B6 in Abb. 10), berechnete
das Excel-Sheet den dazugehorigen Projektionspunkt auto-
matisiert in Abhéingigkeit eines festen Kamerapunkts (Zel-
lenbereich B1:D1 in Abb. 10). Zur Berechnung der Koor-
dinaten des Richtungsvektors und der Projektionsmatrix P,
sind die entsprechenden Formeln aus Variante 3 hinterlegt.
Bei Verwendung von Excel ist zu beachte_)n, dass zur Be-
rechnung des Matrix-Vektor-Produkts (P - b ) mit dem Be-
fehl mmult (Matrixmultiplikation), dieser als Matrixformel

10 _5% eingegeben werden muss. Dazu markiert man den Bereich,
Pa=101735 (GL9) in dem das Ergebnis der Matrixmultiplikation am Ende ste-
000 hen wird (Zellenbereich B15:B17 in Abb. 10), gibt an-
Einsetzen in GI. 8 ergibt schlieend die Formel ein (siche Bemerkung in Zelle E15
L0 _5 0 10 ohne {}-Umklammerung in Abb. 10) und schlieft die Ein-
N N 52 gabe mit Strg + Shift+ Enter ab.
ay=Ps-d =101 3 0| = 10 | (GL 10)
00 O 4 0
A B C D E F G
1 Kamerapunkt 5 -5 6 feste Kameraposition
2
3 Buchstabenpunkt
4 X 0 Koordinaten des zu
5 ¥ 0 projizierenden Punkts hier
6 z 4 eingeben
7 RIEHRibEevEkEoE u; u, us Richtungsvektor von Kamerpunkt zu
8 -5 5 =5) Buchstabenpunkt
9
10 1 0 2,5 1 0 -ul/u3
11 Projektionsmatrix P 1 2,5 0 1 -u2/u3
12 0 0 0 0 0 0
il
14
B P-b % Berechnete Koordinaten g e
15 Projektionspunkt 19 des Projektionspunkts t=mmult|P10:012;08.08))
17 0 {}FUmrandung nicht mit eingeben!

Abb. 10 Excel-Sheet einer Schiilergruppe zur automatisierten Berechnung von Projektionspunkten nach Variante 3. (©Xenia-Rosemarie Reit

2021)



114

3.1.4 Unterrichtliche Umsetzung

Fiir die Vorbereitung und Umsetzung des CamCarpet-Mo-
dellierungsprojekt auf dem Schulhof werden acht Un-
terrichtsstunden und ein Schultag verwendet. Eine grof3-
formatige Realisierung auf dem Schulhof erfordert or-
ganisatorische Voriiberlegungen, belohnt aber mit einem
eindrucksvollen Ergebnis fiir die ganze Schule.

Wichtige Fragen:

Welcher Schriftzug soll realisiert werden?

Wo kann dieser realisiert werden?

Wo kann die Kamera (der Augpunkt) stehen?

Eignet sich der Untergrund?

Wie/mit was wird der Schriftzug aufgemalt?

Wie lasst sich ein Modell des 3D-Schriftzugs und

dessen Projektion erstellen?

e Wie lassen sich die berechneten Projektionspunkte
auf der Schulhoffliche wiederfinden?

Zunichst wird mit der gesamten Klasse {iiberlegt, wel-
cher Schriftzug realisiert werden soll (vgl. Realmodell in
Abb. 3). Dabei muss natiirlich die auf dem Schulgeldnde
zur Verfiigung stehende Fldche beriicksichtigt werden. Je
groBer die einzelnen Buchstaben werden, desto eindrucks-
voller das Ergebnis aber grole Buchstaben bedeuten auch
mehr Zeichen- und Materialaufwand.

Steht der Schriftzug fest, muss das Schulgelinde erkun-
det werden. Dies umfasst neben dem Ausmessen einer ge-
eigneten Flidche auch die Beriicksichtigung einer moglichen
Kameraposition. Die Fldche sollte, neben ausreichend Platz,
auch einen moglichst ebenen und farblich wie auch struk-
turell homogenen Untergrund aufweisen, damit der spi-
tere 3D-Eindruck nicht durch Flecken, Muster o. 4. getriibt
wird. Natiirlich muss der Untergrund bemalbar sein, Gras-
oder Kiesflichen eignen sich nicht. Zusétzlich muss eruiert
werden, mit was der Boden bemalt werden soll. Dabei gilt
es zu iiberlegen (und bei der Schulleitung nachzufragen) ob
der Schriftzug dauerhaft oder nur kurzzeitig auf dem Schul-
hof zu sehen sein soll. Im Falle eines kurzzeitigen Schrift-
zugs eignet sich, auch wegen der preiswerten und einfachen
Beschaffungsmoglichkeit, Stralenmalkreide (auch Spriih-
kreide kann in Betracht kommen). Die Position des Aug-
punkts (Kameraposition), von der aus der CamCarpet be-
trachtet werden kann, sollte so gewihlt werden, dass sie ei-
nem breiten Publikum zugénglich ist, um womoglich der
ganzen Schulgemeinde Zugang zum Kunstwerk zu ermog-
lichen. Zu frontal sollte die Kamera aufgrund des dann feh-
lenden 3D-Eindrucks nicht platziert werden. Diesbeziiglich
muss vorab gut iiberlegt werden — und dabei kann GeoGe-
bra3D helfen — welche Perspektive auf den CamCarpet ei-
nen guten 3D-Eindruck vermittelt. Perspektiven, die Fli-
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chen von Buchstaben verschwinden lassen, welche fiir den
3D-Eindruck verantwortlich sind, sollten vermieden wer-
den. Eine tiefe Kameraposition vergrofert die zu zeichnen-
den Buchstaben unter Umstinden enorm, sodass sehr viel
StraBenmalkreide benétigt wird. Diese Problematiken kon-
nen nebenbei eine weitere Spielwiese der CamCarpets er-
offnen (z. B. ,Lasst sich die Qualitdt des CamCarpet-Pro-
dukts beschreiben oder gar quantifizieren?*), die bei der
hier beschriebenen Umsetzung allerdings nicht thematisiert
wurde. Mit GeoGebra3D lassen sich diese Uberlegungen
spéter sehr einfach nachvollziehen, da 2D- und 3D-Fens-
ter gleichzeitig nebeneinander angezeigt werden konnen
(Abb. 6).

Die Erkundung des Schulhofs erfolgt in Gruppen und
die Diskussion der genannten Aspekte darauffolgend im
Plenum, sodass sich in Abwédgung der Vor- und Nachteile
verschiedener Fldchen, eine Fliche als fiir die Umsetzung
optimal herausstellt. Die Fliche wird ausgemessen, die
Hohe der moglichen Kameraposition gemessen und der Ur-
sprung des Koordinatensystems festgelegt.

Daran anschlieBend werden Gruppen gebildet. Jede
Gruppe ist fiir die 2D-Projektion eines Buchstabens bzw.
einer Ziffer verantwortlich. Damit alle Gruppen vom sel-
ben 3D-Modell ausgehen, wird das 3D-Modell nach vor-
heriger Absprache von einer Gruppe mit GeoGebra erstellt
und die Koordinaten der Eckpunkte an die Gruppen wei-
tergegeben (vgl. Mathematisches Modell bzw. Mathemati-
sches Resultat in Abb. 3). Vorgabe fiir die Gruppen ist, dass
mindestens ein Projektionspunkt per Hand berechnet wer-
den soll, um die zugrundeliegenden mathematischen Hin-
tergriinde zu verstehen. Die Bestimmung der weiteren Pro-
jektionspunkte, ob per Hand, GeoGebra (fiir eine beispiel-
hafte Erkldarung einer GeoGebra-Implementierung siehe
Best (2005)), Tabellenkalkulationsprogramm oder sonsti-
ges, steht den Schiilerinnen und Schiilern frei. Eine Gruppe
stellt, wie in Variante 3 (Abschn. 3.1.3) erldutert, eine Pro-
jektionsmatrix auf und schreibt sich fiir die weiteren Be-
rechnungen ein Excel-Sheet, andere nutzen die Werkzeuge
von GeoGebra. Hierbei erweist sich eine variable GeoGe-
bra-Konstruktion als besonders vorteilhaft, da etwaige An-
passungen schnell, ohne erneute Konstruktion, vorgenom-
men werden konnen. Dazu hat die GeoGebra-Gruppe zu-
nichst sowohl die Hohe und Linge, als auch die Breite
und den Abstand zwischen den 3D-Zeichen variabel ge-
staltet, indem sie die Koordinaten der Buchstabenpunkte
des GeoGebra3D-Modells in Abhingigkeit anderer Buch-
stabenpunkte definierte. Hat man hierbei konsequent ge-
arbeitet, ist der Schriftzug zugstabil und kann je nach Po-
sitionierung des Augpunkts (der Kamera) formerhaltend
vergrofert, verkleinert und verschoben werden. Andere
Gruppen wiederum verwenden das Muster hinter der hindi-
schen Spurpunktberechnung, dhnlich wie in Variante 2 (Ab-
schn. 3.1.2), und setzen die zu projizierenden Koordinaten
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an geeigneter Stelle (dem Projektionsvektor, siehe Gl. 6)
ein, um die iibrigen Projektionspunkte mit Stift und Papier
zu berechnen. Bei dem in Abb. 9 gezeigten CamCarpet sind
die Projektionsbuchstaben ca. 3m x 7m grol3, wobei die Ka-
mera in einer Hohe von ca. 5,6 m positioniert ist.

Sind alle Buchstabenkoordinaten bestimmt, geht es an die
Realisierung auf dem Schulhof (vgl. Reales Resultat bzw.
Realsituation in Abb. 3). Bevor die Koordinaten eingezeich-
net werden konnen, muss ein Koordinatensystem auf dem
Schulhof platziert werden. Dabei stellt sich die Rechtwink-
ligkeit von x- und y-Achse eines fiir den CamCarpet ausrei-
chend groflen Koordinatensystems auf ,,unkariertem® Unter-
grund als echte Herausforderung dar. Nach einiger Uberle-
gung entscheiden sich die Schiilerinnen und Schiiler fiir den
Einsatz eines Maurerdreiecks (3-4-5-Dreieck, Zwolfknoten-
schnur) und wenden ihre Kenntnisse iiber den Satz des Py-
thagoras (bzw. dessen Umkehrung) und Pythagoreische Tri-
pel aus der Sekundarstufe 1 an: Spannt man eine Schnur mit
den Kantenldngen 3:4:5 auf, ergibt sich zwischen den bei-
den kiirzeren Seiten ein rechter Winkel. Damit ldsst sich ein
rechter Winkel mit ausreichender Genauigkeit konstruieren.

Ein weiteres Problem besteht im ausreichend exakten
Einzeichnen der Buchstabenkoordinaten auf die 18m x 15m
grofle Fldche. Die Schiilerinnen und Schiiler brauchen ein
Karomuster, welches einerseits erlaubt, die Koordinaten
ausreichend genau einzuzeichnen aber andererseits sicher-
stellt, dass das Karomuster im spiteren Bild nicht sichtbar
ist, um den 3D-Eindruck nicht zu storen. Auch hier bringt
die Diskussion eine effiziente Losung hervor. Die Verwen-
dung einer Schlagschnur (Markierschnur) ausgehend vom
Koordinatensystem-Rechteck stellt das gewiinschte und zu-
gleich nur leicht sichtbare Karomuster her. In einem ge-
wohnlichen Baumarkt erhiltlich, besteht eine Schlagschnur
aus einem mit farbiger Kreide (i. A. rot oder blau) gefiill-
ten Gehduse, in dem die Schnur aufgewickelt ist (Abb. 11).
Zum Auftragen einer geraden Linie werden die Enden der
Schnur an die entsprechende 1m-Markierungen gehalten
und straff gespannt. Nun zieht man die Schnur ein Stiick
vom Boden weg und lésst sie los, wodurch sie auf den Bo-
den schldgt und der anhaftende Kreidestaub eine gerade Li-
nie markiert. So entstehen 1m x 1m grofie Karos, was eine
ausreichend genaue Skalierung darstellt.

Mit den oben beschriebenen Vorbereitungen, kann das
Einzeichnen der Buchstabenpunkte beginnen. Um die Ent-
stehung des CamCarpets zu dokumentieren, wird bereits
jetzt eine Kamera in der zuvor festgelegten Kameraposition
aufgestellt, die alle 30 s ein Bild des Geschehens aufnimmt.
Daraus ldsst sich im Nachhinein ein eindrucksvolles Entste-
hungsvideo zusammenfiigen. Jede Buchstabengruppe zeich-
net ihren Buchstaben mit Straenmalkreide ein. Dabei ist zu
bedenken, dass ein guter Kontrast zwischen Front- und Sei-
tenflichen der Buchstaben gewihlt wird (Abb. 9), um die
entsprechenden Fldachen deutlich voneinander unterschei-
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Abb.11 Die verwendete Schlagschnur mit roter Kreide. (©Xenia-
Rosemarie Reit 2021)

den zu konnen, was den 3D-Effekt unterstiitzt (siche Ab-
schn. 2.1). Zum Abschitzen der im Vorfeld zu kaufenden
Menge an Stralenmalkreide, nehmen sich die Schiilerinnen
und Schiiler GeoGebra zur Hilfe und lassen sich die Fliche
der 2D-Projektion ausgeben. Ein Test mit einem gingigen
Stralenmalkreide-Zylinder ergibt, dass dieser fiir eine Fla-
che von etwa 1,5 m? ausreicht (Abb. 12), wobei die Schii-
lerinnen und Schiiler fiir den CamCarpet viel deckender als
bei ihrem urspriinglichen Test ausmalen, sodass hierbei ein
groB3ziigiger Puffer eingeplant werden sollte.

Nach etwa zwei Wochen (8 Unterrichtsstunden) Erarbei-
tung und einem Schultag mit Vorbereitung des Koordina-
tensystems und Einzeichnen der Buchstaben, ist das Kunst-
werk fertig. Vom Schulhof aus, ist der 3D-Eindruck nicht
zu erkennen, sodass die Uberraschung sichtlich groB ist, als
die Schiilerinnen und Schiiler sich den CamCarpet von der
Kameraposition aus anschauen. Viele Fotos mit ,,in“ den
Buchstaben sitzenden oder ,,an“ den Buchstaben anlehnen-
den Schiilerinnen und Schiilern werden gemacht. Am ein-
drucksvollsten ist aber das Sprungvideo/-Foto aus Abb. 9.
Der CamCarpet bleibt 3 Tage vom Regen verschont und
wird von der ganzen Schulgemeinde bewundert. Fast al-
len Schiilerinnen und Schiilern ist aus Schulhofsicht nicht
klar, um was es sich bei dem Kunstwerk tatsichlich handelt.
Beim Betreten der Kameraposition staunt man umso mehr.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass das Projekt Cam-
Carpet im GroBformat auf dem Schulhof einer fundierten
Vorbereitung im beschriebenen zeitlichen Umfang bedarf,
vor allem dann, wenn die Schiilerinnen und Schiiler, wie
in der Umsetzung in der Sekundarstufe 2 beschrieben,
von Beginn an die Verantwortung iibernehmen. Um das
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Abb. 12 Testergebnis:

Ein géngiger Zylinder an
StraBenmalkreide reicht etwa fiir
eine Fliche von 1,5 m?. (©Xenia-
Rosemarie Reit 2021)

Potenzial des Themas vollstindig auszuschopfen und die
Hintergriinde zu verstehen, ist eine offensichtliche Ver-
kniipfung mit den Themen aus der analytischen Geome-
trie sehr empfehlenswert. Dennoch lésst sich ein von der
Lehrkraft vorbereiteter CamCarpet durchaus auch in nur
einem Projekttag realisieren, wobei die fachliche Durch-
dringung hierbei (zu) kurz kommt. Kleinere Realisierun-
gen, wie in Abschn. 2 beschrieben, eignen sich eher fiir
zeitlich kiirzere Umsetzungen und konnen z. B. durch
eine Ausstellung der verschiedenen kleineren CamCarpets
(PostergroBBe) der Schulgemeinde zugénglich gemacht
werden.

4 Fazit

Das Modellierungsprojekt Abil8-CamCarpet erlaubt durch
die Vielfalt an Losungs- und Umsetzungsmoglichkeiten
nicht nur leistungsdifferenziertes, sondern auch jahrgangs-
und ficheriibergreifendes Arbeiten. Die Umsetzung im Phy-
sikunterricht erzeugt auch ohne mathematische Durchdrin-
gung des dahinterliegenden Prinzips eindrucksvolle Ergeb-
nisse, die die Schiilerinnen und Schiiler staunen lidsst. Im
Rahmen der analytischen Geometrie bieten CamCarpets
eine motivierende Anwendung, des sonst allzu oft kalkiil-
haft unterrichteten Themengebiets und belohnen zusétzlich
mit einem, wenn grofiformatig auf dem Schulhof realisiert,
fiir die ganze Schulgemeinde beeindruckenden Ergebnis.

Die Thematisierung des menschlichen Sehens und die
Wirkung optischer Téduschungen erlaubt eine spannende
Erweiterung des Themas in Richtung Biologie, Physiolo-
gie und Psychologie. Weitere Uberlegungen zur Giite des
3D-Eindrucks in Abhéngigkeit der Abweichung vom be-
rechneten Kamerapunkt sowie der Effekt des binokula-
ren Sehens als Grundlage des dreidimensionalen Sehens in
Zusammenhang mit dem Augpunkt, geben Anlass fiir eine
sinnstiftende facheriibergreifende Erweiterung des Themas.
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