Daten, Haufigkeiten, Wahrscheinlichkeiten:

14 Wahrscheinlichkeit
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In einer Unterrichtsstunde wurden Viertklassler gebeten, 30-mal mit
einem Waurfel zu wirfeln und eine Strichliste Uber die geworfenen
Augenzahlen zu fuhren. Weiterhin sollten sie herausstellen, was
ihnen an den Ergebnissen und der Strichliste auffiel und Auffallig-
keiten nach Moglichkeit auch begrinden (vgl. kira.dzim.de/136).

Enrico stellte fest, dass bei ihm die 6 am haufigsten vorkomme
und vermutete, sein Wurfel sei gezinkt, da bei seinen bisherigen
Wairfelspielen die 6 nicht so oft vorgekommen sei. Er griff bei sei-
ner Begriindung also auf hdufig erlebte Situationen zuriick. Auch
Fabian wurfelte am haufigsten die 6. Er konnte sich nicht vorstel-
len, dass sich diese Verteilung bei mehreren Wirfen andert und
sah somit seine 30 Versuche als repréasentativ fir die allgemeine
Haufigkeitsverteilung. Holger fiel auf, dass die Ergebnisse unter-
schiedlich haufig erzielt wurden. Um seine Haufigkeitsverteilung
zu begrunden, griff er auf die Ausgestaltung des Versuches zu-
ruck: Mal hatte er schneller, mal langsamer gewdarfelt. Timo schlieB-
lich auBerte sich zur Anzahl der Striche und somit der Haufigkeit
des Auftretens der einzelnen Augenzahlen. Seine Begriindung —
Jch glaube, es ist Zufall* — lasst darauf schlieBen, dass er das
Auftreten aller Augenzahlen als gleich wahrscheinlich ansah und
den Zufall fir die entstandene Verteilung verantwortlich machte.

Die Kinder griffen also auf unterschiedliche Begriindungszusaim
menhange zurlck, von denen sich nicht alle als tragfahig erweoi
sen. Sie sind aber insofern erklarlich, als die Beschreibungon
und Begrundungen auf einer vergleichsweise kleinen Anzahl an
Versuchen beruhen.

Wir begegnen hier der Hauptschwierigkeit bei der unterrichtli
chen Behandlung von Wahrscheinlichkeitsphanomenen. Auf lan
ge Sicht ist der Zufall berechenbar: Je langer man wiirfeln wiirde,
desto naher wirden sich die Wurf-Anzahlen einander annahaor
Im Alltag begegnet einem aber oft nur die kurze Sicht, also oine
vergleichsweise geringe Anzahl von Wirfen. Und auch im Unlal
richt sind lange Versuchsreihen haufig nicht zu realisieren. D
her greifen die Lernenden — verstandlicherweise — haufig aul ol
gene Erfahrungen oder Vermutungen zurtck, die mit der theors
tischen Sicht auf die Sachverhalte schwer in Deckung zu bringern
sind. Dieses Kapitel befasst sich daher damit, wie man mit s
ser Schwierigkeit im Unterricht umgehen kann. Leistungen fosl
zustellen, um Kinder zu férdern — das ist eine Leitidee guten Lin
terrichts, die zum Abschluss des Kapitels dargestellt wird. Dio Do
kumente dienen auch dazu, mehr tber das Denken der Kindaor 1
erfahren, um ihre Lernentwicklungen besser fordern zu konnen
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Grundbegriffe und Gewinnchancen

Man kann die Stochastik in drei fiir die Grund-

schule relevante Teilgebiete einteilen:

= Die Statistik hat die Erhebung, Darstellung
und Interpretation von Daten zum Thema,
etwa wenn Sdulendiagramme zu Lieblings-
sportarten erstellt werden.

= In der Kombinatorik geht es um die systema-
tische Bestimmung von Anzahlen (Hdufigkei-
ten), beispielsweise wenn ermittelt wird, wie
viele dreistellige Zahlen aus den 3 (jeweils
genau einmal vorhandenen) Ziffernkértchen
1, 2, 3 gebildet werden konnen.

= Die Wahrscheinlichkeitsrechnung schlief-
lich befasst sich damit, den Zufall mit Worten
und mit Zahlen zu beschreiben, zum Beispiel,
wenn untersucht wird, ob das Wirfeln einer 6
weniger wahrscheinlich ist als das einer 1.

Zentrale Aufgabe des Mathematikunterrichts
der Grundschule im Bereich , Wahrscheinlich-
keit" ist es, die haufig subjektiven, intuitiven
Vorstellungen von Schiilerinnen und Schiilern
gemeinsam mit ihnen zu hinterfragen und zu-
nehmend durch personenunabhdngige Ein-
schdtzungen abzulésen. Die KMK-Bildungsstan-
dards formulieren zwei wesentliche Ziele fiir
den Mathematikunterricht in der Grundschule:
= Grundbegriffe wie zum Beispiel sicher, un-
moglich, wahrscheinlich bei der Beurteilung
von Ereignissen verwenden sowie
= Gewinnchancen bei einfachen Zufallsexperi-
menten wie Wiirfelspielen einschdtzen.

Zum besseren Verstandnis dieser Formulierun-
gen: Die subjektive Auffassung, dass beim
Minzwurf ,Zahl” wahrscheinlicher sei als
~Kopf”, wenn zuvor mehrmals hintereinander
+Kopf" geworfen wurde, ist bisweilen auch tiber

die Grundschule hinaus zu finden: Intuitiv ver-
gleicht man dann die Situationen, in denen
«Zahl" geworfen wird, nachdem dreimal hinter-
einander ,Kopf" kam, mit denen, in denen
»Zahl" im Anschluss an die anderen Konstella-
tionen (z.B. ZKZ oder KKZ) kommt. Und KKKZ
wird tatsdchlich seltener geworfen werden als
alle anderen Konstellationen mit Z als viertem
Wurf zusammen, aber nicht als jede der ande-
ren Konstellation (wie ZZZZ oder KZKZ) fiir sich
genommen. Denn fiir alle diese Viererkonstel-
lationen ist die Wahrscheinlichkeit des Eintref-
fens jeweils 1/2 - 1/2 - 1/2 - 1/2 = 1/16.

Wabhrscheinlichkeit ist der Quotient aus der
Anzahl der sogenannten ,gulnstigen” Félle ei-
nerseits, in denen das Gewiinschte oder das zu
Untersuchende eintrifft, und der Anzahl der ins-
gesamt ,moglichen” Félle andererseits. Es gibt
also bei einem Miinzwurf zwei ,mogliche” Falle
oder beim Wiirfelwurf sechs ,mogliche” Falle.

Und was die ,glinstigen” Falle sind, hangt
davon ab, was man untersuchen will: Will man
wissen, wie groB die Wahrscheinlichkeit fiir das
Wiirfeln einer 6 ist, dann gibt es einen einzigen
.gunstigen” Fall; geht es darum, dass eine ge-
rade Zahl gewiirfelt wird, so gibt es 3 , giinsti-
ge" Falle, die Wahrscheinlichkeit betrdagt also
hier 3/6 oder 1/2 oder 0,5 oder 50 %.

Die Wahrscheinlichkeit wird als Zahl zwi-
schen 0 und 1 angegeben oder entsprechend als
Zahlenangabe im Spektrum von 0% bis 100 %
(100 % ist ja nichts anderes als 100 Hundertstel,
was bekanntlich 1 ist). Die Zahl 0 (oder 0 %) be-
zeichnet dabei ein sogenanntes ,unmdogliches
Ereignis”, etwa das Wiirfeln einer 7 mit einem
handelsiiblichen Spielwiirfel. Analog steht die
Zahl 1 (oder 100 %) fiir das sogenannte ,siche-
re Ereignis”, das auf jeden Fall eintreffen wird,
beispielsweise, dass beim Wiirfeln mit dem Wiir-
fel eine Zahl kleiner 10 gewtirfelt wird.
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Das ,sichere” und das ,unmdogliche” Ereig-
nis sind Extremfdlle und als solche nicht un-
bedingt spannend. Spannender ist in der Re-
gel die Untersuchung unwahrscheinlicher (6
wirfeln), sehr wahrscheinlicher (keine 6 wir-
feln) sowie gleich wahrscheinlicher Ereignis-
se (gerade bzw. ungerade Zahl wirfeln) oder
der Vergleich ,wahrscheinlicher als” und ,un-
wahrscheinlicher als”. Wichtig ist, dass unwahr-
scheinliche Ereignisse immer mdglich sind und
dass sehr wahrscheinliche Ereignisse nicht ein-
treffen miissen.

Auch wenn wir in der Grundschule nicht den
Bruch 1/6 verwenden, so macht man sich doch
die dadurch ausgedriickte Beziehung zunutze:
In einem von sechs Fillen wird eine 6 gewtirfelt.

Das ist die Theorie. Die Realitdt sieht oft an-
ders aus, und das macht Unterricht zum The-
ma Wabhrscheinlichkeit bisweilen schwierig.
Denn wiirfelt man 30mal, wird man kaum eine
Gleichverteilung der Ergebnisse erzielen. Und
selbst bei 300 oder 3.000 Wiirfen nahern sich die
tatsachlichen Ausgdange mit sehr hoher Wahr-
scheinlichkeit dem berechneten Wert von 1/6
lediglich an (vgl. Abbildungen).

Hier begegnet man einerseits der soge-
nannten relativen Haufigkeit und andererseits
der sogenannten theoretischen (errechneten)
Wahrscheinlichkeit. Die Tendenz ist: Werden
vergleichsweise viele Wiirfe gemacht, dann lie-
gen relative Haufigkeit und theoretische Wahr-
scheinlichkeit enger beieinander als bei ver-
gleichsweise wenigen Wiirfen. Will man also,
dass die Lernenden diese Zusammenhénge se-
hen, muss man sich erstens tiberlegen, wie man
auf eine hinreichend grofie Wurfanzahl kommt

und wie man zweitens dazu anregen kann, Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede zwischen
Theorie und Realitat zu sehen.

Man muss auch sehen, dass der Erwerb von
objektiveren Denkweisen kaum in zwei, drei
Unterrichtsstunden passieren kann (vgl. Schip-
per 2009, S. 285). In diesem Sinne konnen in
Anlehnung an Hasemann/Mirwald/Hoffmann
(2008, S. 1551.) fiinf Schwerpunkte fir die Be-
handlung des Themas , Wahrscheinlichkeit” in
der Grundschule formuliert werden, die es gilt,
in der Sekundarstufe systematischer fortzufiih-
ren:
= Die Schiilerinnen und Schiiler lernen, die

Wahrscheinlichkeit des Eintreffens bestimm-

ter Ereignisse qualitativ mithilfe von Grund-

begriffen wie sicher, unmoglich, méglich,

(sehr) wahrscheinlich, (sehr) unwahrschein-

lich, wahrscheinlicher oder unwahrscheinli-

cher einzuschétzen.
= Sie erfahren dabei, dass diese Begriffe nur

Einschadtzungen, keine Vorhersagen sind.
= Sie nutzen bei der Bearbeitung von Aufga-

benstellungen das Wissen, dass bei Wiirfeln

oder Miinzen von einer Gleichverteilung der

Ergebnisse ausgegangen werden kann.
= Sie konnen bei einfachen Zufallsexperimen-

ten durch mehr oder weniger systematisches

Zahlen die Anzahl der giinstigen und der

moglichen Falle ermitteln und qualitativ in

Beziehung setzen.
= Sie verstehen ansatzweise, dass durch die

fortgesetzte Wiederholung eines Zufallsex-

periments die qualitative Einschatzung der

Eintrittswahrscheinlichkeit tendenziell ge-

nauer wird.
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Zufallsexperimente in der Grundschule

Was ist denn nun ein Zufallsexperiment? Ein Zu-

fallsexperiment zeichnet sich dadurch aus,

= dass es einen genau festgelegten Plan fir die
Durchfiihrung gibt,

= dass alle méglichen Ausgédnge vorab bekannt
sind und

= dass man den Ausgang des Experiments nicht
voraussagen kann.

Ein Zufallsexperiment kann einstufig (1-mal
wiirfeln) oder mehrstufig (300-mal wiirfeln) sein.
In der Regel befasst man sich in der Schule mit
mehrstufigen Zufallsexperimenten. Typisch ftir
die Grundschule sind neben dem Wiirfeln mit
einem oder zwei Wiirfeln beispielsweise das
Drehen eines Gliicksrades, das Werfen einer
Miinze oder das Ziehen einer Kugel aus einem
GefdB. Sie repréasentieren verschiedene Typen
von Zufallsexperimenten, die in ihren Besonder-
heiten in der Grundschule nicht ausfiihrlich be-
handelt und im weiterfiihrenden Mathematik-
unterricht wieder aufgegriffen werden.

Wiirfeln mit einem Wirfel: Beim Warfeln mit einem Warfel
sind alle Ausgange gleich wahrschein-

lich — das ist die Theorie, wie man den ®
Grafiken auf S. 158 entnehmen kann. 0
Die Gleichverteilung aller Wrfe auf die o [
sechs Zahlen, die postuliert, dass jede ® b,
Augenzahl in 16,6666...% aller Versuche

erreicht wird, wird auch nach 3.000 Ver-
suchen noch lange nicht erzielt.

Blau oder weiB? Das Drehen eines Glickrades wird haufig
als Beispiel fur ein Zufallsexperiment
eingesetzt, dessen Ergebnisse im
Unterschied zum Wiarfeln mit einem
Warfel nicht gleich wahrscheinlich sind.
Im nebenstehenden Beispiel ist es
wahrscheinlicher, dass blau gewinnt, weil
es 7 blaue und 5 weif3e Felder gibt.

Kopf oder Zahl? Das zweimalige Werfen einer Miinze ist —
wie das zweimalige Warfeln mit anschlieBender Addition der

beiden Augenzahlen — ein
Beispiel fir ein mehrstufiges @ @ @ @
beiden Ergebnisse verkntipft @ @ @ ®
werden. Es geht also um die

Zufallsexperiment, bei dem die
Kombination verschiedener Ergebnisse.

Rot oder blau? Das Ziehen einer Kugel aus einem GefaB
reprasentiert Aufgaben, bei denen eine Stufe des Zufalls-
experiments durch die vorangehende beeinflusst .
wird. Beim Muanzwurf bleibt die Wahrscheinlich-

keit des Ausgangs ,Zahl“ unabhangig von dem

Ausgang des letzten Wurfes 2. Wenn jedoch

eine rote Kugel aus einem Sackchen mit ur-

springlich 2 roten und 3 blauen Kugeln gezogen

und nicht wieder zuriickgelegt wird, andert sich

die Wahrscheinlichkeit, rot oder blau zu ziehen. Die einzel-
nen Stufen des Zufallsexperiments sind abhéngig voneinan-
der.
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Protokoll eines Gesprachs zwischen Paul (P, 11 Jahre) und seiner Lehrerin (L).

L: Wenn ich diese Minze hochwerfe, was kann dann
passieren?

P: Es kann der Kopf kommen, oder es kann die Zahl
kommen. Wenn ich eine Minze werfe, dann kommt
meistens Kopf.

L: Dann wirf die Mlinze doch zehnmal. (Paul wirft sechs-
mal Zahl und viermal Kopf.) Jetzt war es aber nicht ofter
Kopf, oder?

P: Ich weiB nicht so genau. Aber ich glaube, dass sie
auf einer Seite ofter landen, hat mit dem Gewicht zu tun.
Wenn man die Miinze hochwirft, ist eine Seite schwe-
rer als die andere. Deshalb fallt die Miinze auf diese Sei-
te. Guck hier. Die Seite mit dem Kopf ist schwerer, und
wenn sie dann runterkommt, landet sie darauf, und man
sieht Zahl. Und wenn ich sie in meine Hand lege und sie
dann rumwerfe (Paul bewegt die Miinze von der rechten
Handflache auf den linken Handrlicken), dann kommt
Kopf.

L: Und wenn wir jetzt 100-mal werfen wirden. Was

denkst du, was passiert? Wie oft Kopf und wie oft Zahl?
P: Ungefahr 60-mal Zahl, denke ich. Weil hier hatten wir
jetzt 6-mal Zahl bei 10 Wurfen. Aber wenn wir es genau-
er wissen wollen, mussen noch zweimal oder dreimal

10 Wurfe machen. Das wére dann schon genauer. Wenn
man nur einmal wirft, wei3 man nichts. Aber wenn immer
wieder Kopf oder eben Zahl kommt, dann weiB man Be-
scheid.

L: Und wenn jetzt jemand sagt, wir haben hier einen Lol-
ly, und wir werfen eine Mlnze, warum macht man das?
P: Man wirft dann eine Miinze und muss vorher sagen,
ob man Kopf oder Zahl nimmt. Und wenn dann das an-
dere kommt, bekommt der andere den Lolly. Es ist eine
Art Zufallsspiel, um herauszukriegen, wer den Lolly be-
kommt.

L: Ist das ein gerechtes Spiel?

P: Ich glaube, dass der Zufall nicht fair ist, weil beim Zu-
fall kann alles passieren.

(in Anlehnung an Nicolson 2005, S. 84f.)

Ist der Zufall fair?

natirlich deutlich mehr, namlich - theoretisch —
5-mal so viele. Kinder sind sehr kreativ, wenn

Was meinen Sie: Warum denken viele Kinder,
dass die 6 viel seltener gewlrfelt werde als die
anderen Zahlen? Wir Erwachsenen wissen, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir alle 6 moglichen
Wiirfelausgdnge jeweils 1/6 betragt. Das ist die
sogenannte theoretische Wahrscheinlichkeit, ein
errechneter Wert, dem sich die tatsachliche Ver-
teilung immer starker anndhert, je groBer die
Anzahl der Wiirfe ist. Bei wenigen Wiirfen mag
diese Verteilung ganz anders aussehen.

In manchen Fillen mag es dann auch so sein,
dass die 6 weniger haufig vorkommt als alle an-
deren Zahlen. Aber in (vergleichsweise vielen)
anderen Fallen wird es nicht so sein. Solche auf
eigenen Erfahrungen basierenden Beobach-
tungen konnen also nicht erkldren, warum vie-
le Kinder denken, dass die 6 seltener gewiirfelt
werde. Die Erkldrung ist vermutlich eine ande-
re: Die Kinder warten auf das Wiirfeln einer 6
und vergleichen dann die Anzahl der Situatio-
nen, in denen eine 6 kommt, mit denen, in de-
nen keine 6 gewirfelt wird. Und davon gibt es

es darum geht, Phanomene aus dem Bereich der
Wahrscheinlichkeit zu erkldaren. Horen wir ein-
mal dem 11-jahrigen Paul zu, den seine Lehre-
rin befragte (siche Kasten).

Pauls Erklarungen sind sehr vielféltig. Er be-
ginnt mit eigenen Erfahrungen, dann zieht er ei-
ne angenommene Gewichtsverteilung der Miin-
ze heran, dann schlieBt er ausgehend von seinen
10 Versuchen auf Ausgange bei 100 Wiirfen, ar-
tikuliert, dass eine hohere Anzahl von Wiirfen
zur Erhohung der Genauigkeit von Vorhersagen
beitragen kann und schliefit mit philosophisch
anmutenden Betrachtungen.

Im Grunde findet man hier die drei Haupt-Er-
klarungsmuster, die man bei jungen Lernenden
im Kontext des Themas Wahrscheinlichkeit be-
obachten kann: Theoretische Erklarungen (hier:
.Je mehr Versuche, desto genauer die Vorher-
sage"), empirisch basierte, auf konkrete Ergeb-
nisse bezogene Erkldrungen (hier: ,60 zu 40,
weil es 6 zu 4 war”) und alternative Erklarungen
(hier: ,Die Miinze ist auf einer Seite schwerer”).
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Wir erforschen die Gewinnzahlen beim
Wiirfeln mit zwei Wiirfeln

‘Wie bereits erwdahnt, ist beim Wiirfeln mit einem
Wiirfel die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte
Augenzahl zu erreichen — etwa die 6 — theore-
tisch gleich 1/6, also 16,6666... %. Wie sieht es
nun aus, wenn mit einem roten und einem blau-
en Wiirfel geworfen wird und die beiden Au-
genzahlen addiert werden?

i 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber die még-
lichen Ausgdnge. Alle Augensummen von 2 bis
12 konnen erreicht werden, aber unterschied-
lich héufig. Die 2 zum Beispiel kann nur erreicht
werden, wenn beide Wiirfel die 1 zeigen. Fir
die 7 hingegen gibt es sechs verschiedene Mog-
lichkeiten. Die weillen und die grau hinterlegten
Felder konnen dabei helfen, die jeweiligen An-
zahlen zu ermitteln. Sie illustrieren aber auch,
dass die Anzahl der Zellen mit ungeraden bzw.
geraden Zahlen gleich groB ist, namlich 18.
Die Augensumme 2 erzielt man in einem von
insgesamt 36 moglichen Fallen, die Wabhr-
scheinlichkeit, eine 2 zu erzielen, ist demnach
1/36 — das gilt im Ubrigen auch fiir die Augen-
summe 12. Dementsprechend ist die Wahr-

«£D T
20%
15%
10%
scheinlichkeit, ei- %
7 al: mme z 0
ne 7 als Su A 2 5 488 TR 0N
erhalten, erheb-
lich gréBer, nam- 300 Wiirf
: drfe
lich 6/36.
S 16%
Die Diagramme 14%
illustrieren, was 12%
bereits im Kon- jo>
. 8%
text des Wirfelns %
mit einem Wiir- 4%
fel zu beobachten £
i 3 0%
war. Je gréBer die 2 38 4" 6.8 7 RTATHO 112
Anzahl der Wiirfe,
umso mehr nahert 3000 Wiirfe
sich die reale Ver- 18%
: 16%
teilAung der} theo i
retischen Uberle- 12%
gungen an. g
Im Zentrum der 6%
hier beschriebe- :j"
nen Unterrichts- 0%
e . 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
einheit steht ein
Spiel, bei dem

zwel Kinder ge-

geneinander antreten, die die Augensummen
,unter sich aufgeteilt haben”. Je nach Aus-
gang des Doppelwurfs erhdlt dann das eine
oder das andere Kind einen Punkt. Gerechte
Aufteilungen sind demnach solche, bei denen
sich die Gewinnwahrscheinlichkeiten auf 18/36
fiir jede Person aufsummieren, also etwa wenn
Kind A die Zahlen 2, 3, 4, 7, 10, 11 und 12 er-
hélt und Kind B 5, 6, 8 und 9. Wiirde Kind A
dem Kind B beispielsweise die 7 ,geben”, hat-
te es zwar nach wie vor mehr Gewinnzahlen als
Kind B, aber mit 12/36 eine deutlich geringere
Gewinnwahrscheinlichkeit als Kind B mit 24/36.

Augensumme 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12

Wahrscheinlichkeit 1/36 2/36 3/36 4/36

5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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~ = Jetzt muss aber end-
,Q, lich mal Schwarz kommen
! Beim Roulette ist in den letzten 9 Partien
stets eine rote Zahl gekommen. Setzen Sie flir
die nachste Partie auf Rot oder auf Schwarz?

Manche Menschen setzen auf Rot, weil sie denken, dass
das Auftreten von Rot wahrscheinlicher sei, sonst wére es ja

nicht die letzten 9 Male gekommen. Andere ent-
scheiden sich flir Schwarz, weil sie denken, dass

jetzt endlich auch einmal Schwarz kommen musse.
Im Grunde gilt auch hier: neues Spiel, neues Gilick.

Auch wenn 9-mal hintereinander Rot kam, ist es flr
das 10. Spiel genauso wahrscheinlich, dass Rot
kommt wie dass Schwarz kommt. Dass 10-mal hin-
tereinander Rot kommt, ist zwar sehr unwahr-

scheinlich, aber auch nicht unwahrscheinlicher als die Reihenfol-
ge R-R-R-R-R-R-R-R-R-S. Aber: Dass 10-mal hintereinander Rot
kommt, ist unwahrscheinlicher als insgesamt 9-mal Rot und
1-mal Schwarz, denn hier kann Schwarz beim 1., 2., ..., 9.
oder beim 10. Spiel gekommen sein. Deshalb denken
manche Menschen irrtumlicherweise, dass der Aus-

gang Schwarz in Spiel 10 wahrscheinlicher ist.
So weit die Thearie. Vielleicht ist aber
auch das Roulette-Spiel mani-

puliert ...

Darum geht es

Im Folgenden beschreiben wir die Unterrichts-

reihe fur das 4. Schuljahr ,Wir erforschen die

Gewinnzahlen beim Wirfeln mit zwei Wiirfeln”,

die sich an den Ausfithrungen auf pikas.dzlm.

de/149 sowie an Foschepoth (2017) orientiert.

Die Reihe war wie folgt strukturiert:

= Sicher, unmdoglich, wahrscheinlich und Co.":
Wie wir Wahrscheinlichkeit beschreiben kon-
nen

=  Wirfeln mit einem Wiirfel”: Wie finden wir
heraus, welche Zahl beim Wirfeln mit einem
Wiirfel am haufigsten kommt?

=, Wiirfeln mit zwei Wiirfeln”: Sind die Spiel-
regeln fair?

=  Wie finden wir heraus, warum manche Zah-
len beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haufiger
auftreten?”

In der Auseinandersetzung mit den unterschied-

lichen Handlungskontexten konnen vielfaltige

Kompetenzerwartungen erreicht werden. Im in-

haltsbezogenen Bereich ,Daten, Haufigkeiten

und Wahrscheinlichkeiten” unter dem Schwer-

punkt ,Wahrscheinlichkeiten” konnen die Ler-

nenden

= Zufallsexperimente durchfiihren und die Er-
gebnisse tibersichtlich darstellen;

= Gewinnchancen einschatzen und Gewinnre-
geln vergleichen;

= Spielregeln systematisch hinterfragen.

Auch die prozessbezogenen Kompetenzen wer-

den gefordert und gefordert, da die Lernenden

= Daten durch Zdhlen, Messen oder Schéitzen
gewinnen und verarbeiten (Problemlosen);

= zunehmend systematisch und zielorientiert
vorgehen (Problemlésen);

= Beziehungen und GesetzmaBigkeiten an Bei-
spielen ansatzweise aufgrund allgemeiner
Uberlegungen erklaren (Argumentieren);

= Vermutungen tiber mathematische Zusam-
menhange und Auffalligkeiten anstellen (Ar-
gumentieren);

= zur Darstellung mathematischer Sachverhalte
geeignete Fachbegriffe benutzen (Darstellen).

So sind wir vorgegangen

Die Voraussetzungen

Da die Lernenden keine unterrichtlichen Vor-
erfahrungen zum Thema hatten, wurden zu-
ndchst die Begrifflichkeiten sicher, eher wahr-
scheinlich, wahrscheinlich, méglich, weniger
wahrscheinlich und unmdglich thematisiert.
Auf einer Wahrscheinlichkeitsskala wurden die
zentralen Begriffe festgehalten und mithilfe von
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Zwei Wissenschalftler wollen zu einem Kon-
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anderen: ,Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in unse-
rem Flugzeug eine Bombe ist?" — ,Na, vielleicht 1 zu 1.000". Der

erste steigt etwas beunruhigt mit ein.

Ein Jahr spéter fliegen die beiden wieder. Der erste fragt: ,Wie hoch
ist die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Bomben in unserem Flugzeug?* —
LZwei? Ich denke, 1 zu 1 Million!“ Der erste antwortet: ,Da bin ich
ja beruhigt, denn eine Bombe habe ich schon in meinem Kof-

fer! Und die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Bomben an
Bord sind, ist ja ziemlich gering.”
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begrundet, warum
die Gewinnregeln
fair sind oder
nicht

ger als sein

dem die zentralen
Begriffe wie Augen
oder Strichliste im
Sitzkreis wiederholt
wurden, wiurfelte
jedes Kind in Einzelarbeit zundchst mindestens
30-mal und hielt die Ergebnisse in einer Strich-
liste fest (pikas.dzlm.de/149). Erwartungsge-
maf machten die Lernenden dabei unterschied-
liche Entdeckungen und gaben Begriindungen,
die denen von Paul (vgl. S. 160) nicht undahn-
lich waren. Dann erhielten Vierergruppen den
Auftrag, ihre Ergebnisse zusammenzurechnen,
und schlieflich kamen je zwei Vierergruppen
zusammen, um ihre
Zwischenresultate
zu addieren. Die-
se drei Ergebnisse,
die auf jeweils min-
destens 240 Wiir-
fen basierten, wur-
den anschliefend
im Plenum zusam-
mengefiihrt und es
ergab sich eine Ver-
teilung, aus der die

Wahrscheinlichkeitsskala

mit zwe!
wirfeln und addiert
die Augenzahlen

Spieler 1 gewinnt
wenn die Summe
fer Augen,

2,3,
m.‘; 10, 11 oder

zahlen : 3

Wie funktioniert das Spiel?

In der ndachsten Einheit ging es nun um das
Wiirfeln mit zwei Wiirfeln, und die Augensum-
me sollte ermittelt werden. Neu war zudem,
dass ein Partnerspiel gespielt wurde, dessen
Regeln anhand von Beispielen eingefiihrt wur-
den. Anschliefend formulierte die Lehrperson

den Arbeitsauftrag:

1. Vermutet, ob die Ge-
winnregeln fair sind
oder nicht.

2. Fiihrt das Wiirfelspiel
durch und fuillt dabei
die Strichliste aus.

3. Wer hat gewonnen?
Stimmt eure Vermu-
tung vom Anfang?

Auch wurde bereits der
tiibergeordnete Forscher-
auftrag formuliert: Fin-
det heraus und begrin-
det, ob und warum die
Gewinnregeln fair sind
oder nicht.

Dy Namen:[J4]'[ |
LYo} Warfeln mit zwel Warteln -
- Sind die Gewinnregeln lair?

Hier gewinm Spieler 1

Augensumme | Strichliste
1

" strichliste

&  welche Augensummen wurden houfig pmm Ao
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Sind die Spielregeln fair?

In Zweiergruppen fithrten die Kinder sodann
das Spiel durch und hielten die Ergebnisse in
einer Strichliste fest. Wie bereits ausgefiihrt, be-
tragt die Wahrscheinlichkeit, eine der Gewinn-
zahlen 5, 6, 7, 8 oder 9 zu erreichen, 24/36. Tat-
sachlich hat in allen Zweiergruppen jeweils der
Spieler B gewonnen, was allerdings nicht unbe-
dingt so hatte sein miissen.

Die Lernenden kamen anschliefend zu Ma-
thekonferenzen zusammen, um sich dartiber
auszutauschen, welche Spieler jeweils gewon-
nen hatten und welche Zahlen vergleichsweise
hédufig oder selten gewtirfelt worden waren. Je-
de Gruppe schrieb diese Zahlen auf Kartchen,
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Klare Aussage
»Ich bleibe auf jeden Fall
wahrscheinlich beim KSC!*
(Sean Dundee, ehemaliger
FuBballprofi)

die in der diese Einheit beschlieBenden Refle-
xionsphase an die Tafel geheftet und bespro-
chen wurden.

Es zeigte sich, dass in allen Gruppen die 6, 7
und 8 als Zahlen identifiziert wurden, die haufig
vorkamen, und die 2 und 12 sehr selten. Auch
die 3 und die 11 kamen eher selten vor. Es wur-
de auch dartiber gesprochen, warum die 1 nicht
als Ergebnis auftauchen konnte. Als Fazit wur-
de festgehalten, dass die Spielregeln nicht fair
seien, und dass man die Zahlen anders zusam-
menstellen miisse, da Kind A eher die seltenen
und Kind B eher die haufig auftretenden Zahlen
hatte. Ein Kind artikulierte, dass es nicht auf die
Anzahl der Summen ankomme, sondern darauf,
wie haufig eine Summe gewtirfelt werden wiir-
de. Die Lehrperson fragte, woran es denn liegen
konnte, dass manche Zahlen hdufig und andere
selten kimen. Mit der AuBerung eines Kindes,
dass die 12 sehr selten sei, da man dazu 2 Sechs-
en benotigen wiirde, ging es in die Pause.

Wie finden wir heraus, warum manche Zahlen
haufiger kommen?

In der folgenden Einheit wurde der Impuls auf-
genommen, dass beide Wiirfel eine 6 zeigen
miissen, um die 12 zu erzielen, und der iberge-
ordnete Forscherauftrag wurde formuliert: Wie
finden wir heraus, warum manche Zahlen haufi-
ger vorkommen? Exemplarisch wurde diese Fra-
ge gemeinsam fiir 3 und 5 beantwortet.

In Zweiergruppen bearbeiteten die Kinder
sodann den Arbeitsauftrag, alle Moglichkeiten
zu finden, wie eine bestimmte Wiirfelsumme zu-
stande kommen kann, und sie in einer Tabelle
festzuhalten.

Die Bearbeitungstiefe der einzelnen Gruppen
variierte nattirlich, wie auch die beiden Arbeits-
ergebnisse zeigen. An der Tafel wurde darauf-
hin das Gesamtergebnis festgehalten.
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’q~ Soll man beim Lotto
£ 1-2-3-4-5-6 ankreuzen?

Das machen (brigens relativ viele Perso-
nen, weil es schon aussieht auf dem Tippschein
oder weil sie denken, dass diese Zahlenkombination
: ) 4 : noch nie gekommen ist. Das erhoht aber nicht die Wahr-
Dersinnstifiends; (ibergeordnste Arbeits: scheinlichkeit des Auftretens. Die Kombination 1-2-3-4-5-6 ist
auiineg bgstand d.ann' ggrechte Sp ielregeln genauso wahrscheinlich wie jede andere Kombination. Welche
zu formulieren. Hierzu gingen die Lernen- der in der Trommel verbliebenen Kugeln als nachste gezogen wird,
ist unabhangig davon, welche Kugeln bereits gezogen wurden. Inso-
fern ist es also prinzipiell egal, welche sechs Zahlen man auswahit.

Ist aber nicht nur das Gewinnen, sondern auch die Hohe des Gewinns
von Interesse, sollte man Folgendes beachten: Im Unterschied beispiels-

weise zum Roulette ist die Hohe des Gewinns von der Anzahl der Spie-

ler abhangig, die dasselbe Ergebnis erzielen: viele Gewinner — geringe-

rer Gewinn. Daher sollte man die Zahlen ankreuzen, die selten gewahlt

werden, zum Beispiel Zahlen groBer 31, weil haufig Geburtsdaten
gewahlt werden. Aus diesem Grund sollte man auch 19 oder 20
vermeiden. Und wenn man es dann noch unterlasst, schone
Muster auf dem Lottoschein zu erzeugen, ist man auf dem
richtigen Weg.
Dann muss man nur noch die richtigen Zahlen an-
kreuzen - und darauf hoffen, dass nicht zu
viele Lottospieler diese Ausfiihrungen
gelesen haben.

den in kleinen Gruppen zusammen und
formulierten entsprechende Vorschlage,
die wiederum im Plenum zusammengetra-
gen wurden. Hier wurden erneut die Be-
grifflichkeiten sicher, eher wahrscheinlich,
wahrscheinlich, moglich, weniger wahi-
scheinlich und unmoglich thematisiert.

Was andert sich, wenn wir ganz oft warfeln?
Auch hier wurden abschlieBend im Theater-

So kann man vorgehen

kreis an der Tafel diejenigen Diagramme dis-

kutiert, die die Computersimulationen fiir 30,
300 und 3.000 Wiirfe zeigen, mit dem Ziel, die
mit steigender Wurfanzahl zunehmende Anna-

herung der realen Resultate an die statistisch er-

wartbare Verteilung zu besprechen.

Wahrscheinlichkeit ‘

ungeraden Zahlen gibt im Vergleich zu 27 Zel-
len mit geraden Zahlen. Nachdem man dies er-
forscht hat, kann man tiberlegen, wie eine ge-
rechte Spielregel aussehen kénnte: A erhdlt zum
Beispiel die Zahlen von 2 bis 10, B die anderen.

So kann es weitergehen

1 2 3 4 5 6
Im Anschluss konnte man das Wiirfeln mit zwei
Wirfeln auf die Multiplikation iibertragen. Es 1 1 2 3 4 5 6
wird also wieder mit zwei Wiirfeln geworfen, 4 6 8 10 12
aber nun werden die Augenzahlen miteinander
et : : : 6 9 12 15 18
multipliziert. Statt 11 gibt es dabei 18 verschie-
dene Resultate zwischen 1 und 36. Die Tabelle 8 12 | 16 | 20 | 24

zeigt auf, dass die Gewinnregel, dass ein Kind
die geraden und das andere die ungeraden Zah-
len erhalt, nicht fair ist, da es nur 9 Zellen mit
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Wahrscheinlichkeit — zum Weiterlesen
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Mehr Informationen und Unterrichtsmaterial finden sich zu den
Themen ,Gllckspiele: Glicksrader, Wurfel“ (pikas.dzlim.de/149)
sowie ,Ziffernkarten ziehen“ (375) auf der PIKAS-Website. Ne-
ben Informationen zum theoretischen Hintergrund sind Einhei-
ten einer Unterrichtsreihe sowie mégliche Unterrichtsplanungen
und Kopiervorlagen flr Plenumsphasen erhaltlich. Ausgewahite
Schulerdokumente geben einen Einblick in mdgliche Bearbei-
tungs- und Denkweisen.

swZiffernkarten ziehen*

Spiel fiir 2 Personen

Material:

Kiirtchen mit den Ziffern | bis 4
Beutel

Goldmiinzen

Spiclfeld

Spiclregeln:
Die Spieler zichen nacheinander je eine Karte aus dem Beutel.

Diese Karten werden auf dem Spielfeld platziert.

Das Ergebnis der Malaufgabe wird errechnet.

Ist das Ergebnis gerade bekommt Spieler | eine Goldmiinze, ist es ungerade bek Spieler 2
eine.

Gewonnen hat, wer als erstes flinf Goldmiinzen hat.

In den Bildungsstandards wird flr den Bereich ,Daten, Hau-
figkeiten und Wahrscheinlichkeiten* neben dem Schwerpunkt
~Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten
vergleichen“ mit ,Daten erfassen und darstellen” ein weiterer
Schwerpunkt formuliert. Daher wird an dieser Stelle auch auf
primakom.dzlm.de/370 hingewiesen. Hier wird beispielgebun-
den erlautert, welches Hintergrundwissen Lehrpersonen zum
,Daten erheben, aufbereiten und interpretieren” haben sollten.

Literatur

Websites ED{

Die primakom-Seite zu , Zufall und Wahrscheinlichkeit* (prima-
kom.dzlm.de/380) beschreibt zunachst, warum dieses Thema
bereits im Unterricht der Primarstufe behandelt werden sollte.
AnschlieBend wird fachliches Hintergrundwissen anhand von
Beispielaufgaben diskutiert, bevor Leitideen fir unterrichtliche
Umsetzungen formuliert und konkrete Einsatzmdglichkeiten be-
schrieben werden.
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Auch einige KIRA-Seiten bieten Unterrichtsanregungen zum

Thema Wahrscheinlichkeit.

= Gewinnwahrscheinlichkeit (kira.dzlm.de/167)

= Wahrscheinlichkeiten einschatzen (136)

= Prozessbezogene Kompetenzen: Wahrscheinlichkeiten be-
grunden (160)

= Prozessbezogene Kompetenzen: Gewinnregeln Gberprifen
und beurteilen anhand von Lotteriespielen (168)

L'lelu(.ingstiere der Klasse Y%a

n Matrichweischen
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vel-Panhuizen/D. Granzer/O. Kéller (Hrsg.): Bildungsstandards fiir die Grundschule: Mathematik konkret. Berlin: Cornelsen, S. 141161
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