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PRAXIS. Unterrichtsideen

Gudrun Haring

Dreiecke des MacMahon

Spielend kombinatorisch denken

Die hier vorgestellte Unterrichtsidee rlickt ein kombinatorisches Legespiel ins Zentrum
des Mathematikunterrichts. Das Spiel besteht aus 24 bunten Dreiecken und bietet eine
Vielfalt an Spielvarianten, bei denen Geduld und kombinatorische Denkweisen gefragt
sind. Die Kindern werden im Unterricht zu Spielerfindern und erfahren auf diese Weise,
in welchen Lebenskontexten kombinatorische Denkweisen angewendet werden.

Mathematische Spiele begegnen uns KOMBINATORISCHE SPIELE - EIN BLICK ZURUCK

auch im Alltag in unzahligen Varia-
tionen und faszinieren friiher wie heu-
te Kinder und Erwachsene. Manche
Spiele sind in hohem Maf3e von Zu-
fallsereignissen abhangig, fiir andere
bedarf es geeigneter Gewinnstrategi-
en. Die hier vorgestellte Unterrichts-
idee verarbeitet die schon sehr alte
Spielidee ,Die 24 Dreiecke des Mac
Mahon” (siehe Kasten ,Kombinatori-
sche Spiele - ein Blick zurtick”), die der
besonderen Gruppe der kombinatori-
schen Solitaire-Spiele zuzuordnen ist.

Das Spiel und die Steine
Die 24 Spielsteine (Abb. 1) zeigen alle

Maoglichkeiten, die drei Felder des
Dreiecks mit vier Farben zu farben,

Die 24 Dreiecke des MacMahon gehd6ren zu der allgemeinen Grup-
pe kombinatorischer Problemstellungen, in denen regulére Polygone
bzw. Polyeder durch farbige Kanten, Fldchen, durch Zahlen oder ande-
re Symbole unterschiedlich gestaltet und nach festgelegten Bedingun-
gen zusammengefiigt werden mussen. Das bekannteste Spiel dieser
Art ist wohl das uralte Dominospiel, das aus 28 rechteckigen Legestei-
nen besteht. Die Steine des Spiels sind mit 0-6 Punkten so versehen,
dass sie alle moglichen Kombinationen zeigen. Analog dazu lassen sich
allerlei weitere Spiele entwerfen, wie z.B. das hier vorgestellte Spiel der
.24 Dreiecke”(siehe Abb. 1).

P. A. MacMahon (1854-1929), der als einer der bedeutendsten
Mathematiker auf dem Gebiet der kombinatorischen Analyse gilt, hat
sich umfassend mit zahlreichen solcher sogenannten ,Superdominos”
beschaftigt und seine Spielanalysen u.a. in der umfassenden Ver-
offentlichung ,New mathematical Pastimes” (1929) dokumentiert.
Diese Veroffentlichung liegt der im Folgenden dargestellten Unter-
richtsidee zugrunde und sei dem Leser als faszinierende Lektlre emp-
fohlen (siehe Literatur).
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Abb. 1: Alle méglichen Farbungen des Spielsteins

Abb. 2: Alle 24 Dreiecke kdnnen z.B. zu einem
Sechseck zusammengefiigt werden.
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KURZ GESAGT

Mac Mahons Dreiecke

KLASSENSTUFE

Abb. 3: Schon bald nehmen die Kinder im Sinne eine systematischen Suche
Gruppierungen vor, um die Ubersicht Giber alle Méglichkeiten zu behalten.

wobei sich die Farben wiederholen
dirfen (siehe Abb. 1).

Die Dreiecke miissen im Spiel zu vor-
gegebenen komplexeren Figuren zu-
sammengefiigt werden, die neben-
einander liegenden Dreiecksseiten
missen dabei die gleiche Farbe be-
sitzen (Abb. 2).

Bei diesem Spiel erweisen sich ins-
besondere kombinatorische Denk-
weisen als hilfreich, um der jeweils
gesuchten Lésung auf die Spur zu
kommen. Die Mathematik hilft maR-
geblich, gute oder sogar optima-
le Gewinn- bzw. Legestrategien zu
entwickeln und anzuwenden.

So entstand die Idee, im Mathe-
matikunterricht nicht nur ausgewahl-
te kombinatorische Problemstellun-
gen bis zum Finden und geordneten
Darstellen aller Moglichkeiten zu ver-
folgen, sondern diese Arbeit mit der
spielerischen Erprobung und Ver-
tiefung der endeckten kombinato-
rischen Denkweisen zu verknupfen.
Die Kinder werden in der vorgestell-
ten Unterrichtseinheit zu ,Spiele-Er-
findern” Sie gestalten und erproben
das kombinatorische Legespiel.

In den beiden Erprobungsklassen
bot es sich an, im Sinne des facher-
vernetzenden Arbeitens, die Unter-
richtsidee mit einer Aufgabe im Fach
Werken zu verkniipfen. Es entwickel-
te sich ein kleines Unterrichtsprojekt,
bei dem die Lernenden zunachst,
ausgehend von der kombinatori-
schen Problemstellung, Dreiecke mit
vier moglichen Farben unterschied-
lich zu farben, Spielsteine fiir ein Kno-
belspiel entwerfen sollen. Anschlie-
Bend sollen sie im Werkunterricht fiir
das entstandene Spiel eine Holzkiste
zur Aufbewahrung gestalten.

Der Einstieg ins Projekt -
die geheimnisvolle Kiste

In der Mitte des Stuhlkreises steht
eine geheimnisvolle Holzkiste. Alle
Kinder sind gespannt auf den Inhalt
und kdnnen es kaum erwarten, die
Kiste zu 6ffnen. Die Lehrkraft erzahlt
von dem Projekt, im Mathematikun-
terricht ein kniffliges Spiel zu entwi-
ckeln und im Werkunterricht daftr
eine schone Holzkiste zu gestalten.
Ein Kind darf nun die Kiste 6ffnen,
in der sich eine zundchst unbekann-
te Anzahl an weil3en Pappdreiecken
befindet. Die Enttauschung ist in
den Augen der Kinder sichtbar. Jana
bemerkt kritisch: ,Das Spiel ist aber
nicht besonders spannend, oder?”
Schnell finden die Kinder heraus,
dass die dreieckigen Spielsteine noch
nicht fertig sind und nennen ldeen
furr eine maégliche Gestaltung, um da-
raus zumindest ein hlibsches Puzz-
le-Bild zu erzeugen. Die Lehrkraft
greift die Idee der Kinder zur Bema-
lung der Dreiecke auf und konkreti-
siert die mathematische Spielidee.
Insbesondere erldutert sie, dass die
Spielsteine des Spiels nach festgeleg-
ten kombinatorischen Regeln bemalt
werden, damit das daraus entstehen-
de ,Puzzle” besonders knifflig wird.
Die ersten beiden Regeln werden auf
einem Plakat prdsentiert:
* Farbe jedes der drei Felder eines
Spielsteins mit einer Farbe.
* Verwende nur rot, blau, gelb oder
grin.
* Finde alle mdglichen Spielsteine.
Nun werden exemplarisch einige
Spielsteine erzeugt, um zu gewahr-
leisten, dass alle Kinder die Farbe-
regeln verstanden haben. Schnell
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ZEITBEDARF

KOMPETENZEN INHALTSBEZOGEN

2 -3 Unterrichtsstunden Mathematik und
2 Doppelstunden Gestaltendes Werken

* ausgewahlte kombinatorische Aufgaben
durch systematisches Vorgehen |6sen

KOMPETENZEN PROZESSBEZOGEN
* eigene Losungswege/Vorgehensweisen
beschreiben und begriinden sowie dariiber

reflektieren

¢ Losungsstrategien nutzen und anwenden

MATERIALPAKET

m Material

3 Ausstanzbogen (3 x 8 Dreiecke)

48 Arbeitskartchen (je Aufgabe ein Kartchen)

6) Material auf der CD-ROM

Kopiervorlagen fiir Blanko-Dreiecke zum

Ausschneiden

Kopiervorlage mit allen 24 farbigen Dreiecke

als Ubersicht auf einer DIN-A4-Seite

Kopiervorlage mit allen 24 farbigen Dreiecke

in der GroRe der Ausstanzbogen

Kopiervorlage fur die 48 Arbeitskartchen

wird den Kindern deutlich, dass die
ersten beiden Regeln noch durch
weitere Regeln zu prézisieren sind:
« Du darfst Farben auf einem Stein
mehrfach benutzen.
« ,Gedrehte Spielsteine” sind keine
neuen Mdoglichkeiten.
* ,Gespiegelte Spielsteine” gelten
als neue Moglichkeiten.
Auf3erdem wird durch das exempla-
rische Erzeugen erster Moglichkei-
ten gewahrleistet, dass die Kinder
bei der sich anschlieBenden Gruppen-
arbeit die Dreiecke nur mit Farbpunk-
ten markieren, statt die Felder zeitauf-
wandig anzumalen, da die Spielsteine
zunachst nur skizzenhaft entworfen
werden (Abb. 3).
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Abb. 4: Pia erklart allen die systematische Vorgehensweise der Gruppe, kleine selbst
angefertigte Moderationskarten rechts am Plakatrand unterstltzen die Prasentation.

Wir suchen nach allen
moglichen Dreiecken

Nur erhalten die Kinder in homogen
zusammengesetzten Vierergruppen
einen grof3en Bogen Tonkarton und
kleine Blanko-Papierdreiecke und
machen sich an die Arbeit () [Z).
Die Lehrkraft erinnert die Kinder
daran, dass sie bei ihrer Suche ge-
schickt vorgehen sollen, um sicher zu
sein, alle Mdglichkeiten zu erfassen.
Da die Erprobungsklassen tber
Vorerfahrungen im Bereich der
Kombinatorik verfuigen, reicht hier
ein kurzer Hinweis auf systema-
tisches Vorgehen. Kinder mit be-
sonderen Schwierigkeiten versam-
meln sich mit der Lehrkraft um
einen Tisch, um dort die Farbe-
regeln noch einmal in Ruhe zu wie-
derholen, bevor sie mit der Gruppen-
arbeit beginnen. Eifrig beginntin den
Gruppen die Suche nach mdéglichen
Spielsteinen, mehr oder weniger sys-
tematisch. Die einzelnen Blankodrei-
ecke ermdglichen auch probierendes
Vorgehen, das durch nachtrdgliches
Umordnen der gefundenen Dreiecke
auf dem Plakat verfeinert werden
kann. Auch Dopplungen kénnen so
nachtrdglich noch korrigiert werden.

Abb. 6: Beispiele fur Legeaufgaben
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Gefundene Moglichkeiten
ordnen und gruppieren

Einige Arbeitsgruppen nutzen beim

Farben der Spielsteine von Anfang an

systematische Vorgehensweisen, die

im Verlauf der Arbeitsphase durch-

gangig verfolgt werden, wie folgen-

de Schiilerduf3erungen belegen:

Emma: ,Lass uns erstmal die Ein-
farbigen zeichnen!”

Lasse: ,Bei dem Kartchen kénnen
wir doch auch noch den
Spiegelstein nehmen.”

Elias: ,Es gibt drei Kdrtchen mit
zweimal gelb, fir das dritte
Feld gibt es ja nur noch drei
Méoglichkeiten.”

Andere beginnen zundchst probie-

rend und stof3en schnell auf das Pro-

blem, dass sie die Ubersicht verlieren.

Sie gruppieren nachtrdglich die ge-

fundenen Spielsteine auf dem Plakat.

Diejenigen Kinder, die erhebliche

Schwierigkeiten haben, eine struk-

turierte Suche zu verfolgen, unter-

stutzt die Lehrkraft durch behutsa-
me Impulse (z.B. Welche Steine findet
ihr mit zwei gleichfarbigen Feldern?)

Zusatzlich kann die Arbeit auf
enaktiver Ebene (z.B. Dreiecke mit
farbigen Knoépfen belegen) die

Abb. 5: Schiilerergebnis zur Gruppierung der
einzelnen Dreiecke

Schwierigkeit vorentlasten, gedrehte
Méglichkeiten als gleich wahrzuneh-
men. Nach ca. 20 Minuten haben ei-
nige Gruppen schon alle M&glichkei-
ten gefunden, die meisten Gruppen
fast alle Dreiecke entdeckt oder so-
gar mehr als 24, da sie einige Dopp-
lungen tibersehen haben.

Vorstellung der
Gruppenergebnisse

Im ndchsten Schritt wechseln die

Gruppen an einen jeweils anderen

Gruppentisch. Dort betrachten sie

das Plakat einer ,fremden” Gruppe

unter folgenden Aspekten:

*  Wie viele Moglichkeiten hat die
Gruppe gefunden?

* Findet ihr weitere Steine?

* Gibtes,doppelte Steine”, die noch
aussortiert werden miissen?

* Erkenntihr eine geordnete
Aufstellung der Mdglichkeiten?

° Erklart die Vorgehensweise.

Die Kinder beantworten die Fragen

und bereiten sich auf eine Prasenta-

tion ihrer Beobachtungen vor.
Kinder mit Lernschwierigkeiten

koénnen hierbei eventuell ihr eigenes

Ergebnis betrachten und unterstiitzt

Abb. 7: Beispiele fiir geléste Aufgabenstellungen

© Friedrich Verlag | Grundschule Mathematik 52 |2017

aabfeebab44851669959bd72f49b9792



Fotos: Gudrun Haring

von der Lehrkraft die Vorstellung des
Gruppenergebnisses vorbereiten.

Die Prasentation erfolgt als Mu-
seumsrundgang von Tisch zu Tisch
(Abb. 4). Die Kinder erkldren jeweils
die sichtbaren Ordnungsstrategien.
Gemeinsam werden doppelte Spiel-
steine aussortiert und notwendigen
Umordnungen vorgenommen.

Erst die Diskussion Uiber die be-
trachteten Ergebnisse und die Ein-
sicht in mégliche Ordnungssysteme
fur die erfundenen Spielsteine lasst
allmahlich die Uberzeugung wach-
sen, dass es genau 24 unterschied-
liche Spielsteine geben muss, die den
vereinbarten Regeln entsprechen.

Dabei ist es immer wieder Uber-
raschend und faszinierend zugleich,
wie unterschiedlich die Vorgehens-
weisen der Kinder sind. Eine mog-
liche Gruppierung zeigt Abbildung 5:
* 4 einfarbige Dreiecke
* 4mal 3 Dreiecke mit zwei Farben
* 8 dreifarbige Dreiecke (je zwei

sind spiegelgleich)

Zur Kontrolle fiir die einzelnen Grup-
pen heftet die Lehrerin am Ende der
Stunde alle 24 farbigen Dreiecke an

die Tafel (VI €3 I5).

Individuelle Vorgehenswei-
sen analysieren

In der darauffolgenden Stunde er-
folgt noch einmal eine individuelle
Auseinandersetzung mit der Suche
nach allen méglichen Spielsteinen.
Jedes Kind erhdlt ein Arbeitsblatt
mit 24 Blanko-Dreiecken ((g) ) und
soll nun seinen individuellen Farbe-
plan fiir das Bemalen der Spielsteine
im Werkunterricht anfertigen.
Dieser Schritt erfolgt aus zwei
Griinden. Zum einen kann sich die
Lehrkraft auf diese Weise noch ein-
mal vergewissern, welche Kinder
nach der vorangegangenen Doppel-
stunde in der Lage sind, alle 24 M6g-
lichkeiten systematisch zu finden. In-
dividuelle Praferenzen fiir bestimmte
Suchstrategien werden dabei ein-
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drucksvoll deutlich. AuBerdem kann
der individuelle Plan fiir das Farben
der Spielsteine genutzt werden, um
die Spielsteine korrekt anzufertigen.

Nun kénnen im Werkunterricht
je nach Fahigkeiten der Kinder die
24 Spielsteine aus Sperrholz gesagt
oder aus Pappe (z.B. aus Blanko-Kart-
chen, die esim Handel recht glinstig
zu erwerben gibt) angefertigt und
eine dazu passende Aufbewahrungs-
kiste gestaltet werden.

Weiterarbeit mit
dem fertigen Spiel

Nach Fertigstellung des Spiels er-
halten die Kinder das gestuftes Auf-
gabenmaterial (siehe Abb. 6 und 7,
[IMO2 ] @E) um ihr Spiel ausgiebig
zu erproben.

Das Spiel bietet eine unglaublich
groBe Vielfalt an Legeaufgaben, die
durch Rickgriff auf kombinatorische
Denkweisen besonders erfolgreich ge-
|6st werden konnen. Die ausgewahl-
ten Legeaufgaben kénnen nur einen
Ausschnitt aus der moglichen Aufga-
benvielfalt anbieten. Sie bieten zudem

LERNEN BEGLEITEN

Beobachtungshinweise

PRAXIS. Unterrichtsideen

gute Moglichkeiten zur Differenzie-
rung (siehe auch Foérderhinweise).

Das erworbene Wissen Uber das
Konstruktionsprinzip der 24 Lege-
kdrtchen und die zugrundeliegen-
den Ordnungskategorien einzelner
Gruppen von Steinen wird auf diese
Weise in einem sinnvollen Kontext
noch einmal vertiefend angewendet.

Die Kinder konnten es schlieBlich
kaum erwarten, ihre Spiele mit nach
Hause zu nehmen, und freuten sich
schon darauf, ihre Eltern mit der ein
oder anderen Legeaufgabe heraus-
zufordern.

Literatur
Major P.A. MacMahon: New mathematical pas-
times. University Press, Cambridge, 1921.

Abb. 8:

Emma und Lena
legen aus den
selbst angefer-
tigten Dreiecken
schone Figuren.

*  Wer findet alle 24 Dreiecke selbststandig und verwendet fiir die Suche bewusst systematische

Vorgehensweisen?

*  Wer kann sinnvolle Gruppierungen innerhalb der 24 mdglichen Dreiecke vornehmen,

beschreiben und begriinden?

= Wer hat Schwierigkeiten, gedrehte Dreiecke als ,gleiche Dreiecke” wahrzunehmen?
*  Wer bendtigt bei der Suche nach allen méglichen Dreiecken unterstiitzende Strategiehilfen?

*  Wer nutzt beim Bearbeiten der Legeaufgaben systematische Vorgehensweisen?
*  Wer zeigt sich besonders geduldig bei der Bearbeitung auch anspruchsvoller Legeaufgaben?

Forderhinweise

Das Aufgabenangebot im Material (Karte 1 bis 24) bietet folgende Differenzierungsmaglichkeiten:
* AlsVorlibung fir die Legeaufgaben kdnnen zunéchst freie Figuren regelgemaf erzeugt werden.

* Die Anzahl der notwendigen Dreiecke fiir die jeweilige Legefigur variiert von 5 bis 24 Dreiecken.

+ Die Vorgabe ausgewahlter Dreiecke kann als ,Starthilfe” genutzt werden.

* Auf die Zusatzregel (Umrisslinie der Legefigur einfarbig) kann verzichtet werden.
 Die Legeaufgaben kénnen vergroRert werden, sodass direktes Auslegen zur Lésung fihrt.

> Durch Partnerarbeit kann mathematisches Kommunizieren zusdtzlich angeregt werden.
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