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Kombinatorik mit Ziffernkarten

Kombinatorische Aufgabenstellungen

mit Ziffern eignen sich besonders gut, das
systematische Darstellen von Lésungs-
moglichkeiten herauszufordern, weil die
Kinder ihre Kenntnisse liber die Ordnung
der natiirlichen Zahlen nutzen und weiter-
entwickeln kénnen.

» Arbeitsblatt Knobeleien mit Ziffernkarten zum
Einstieg. Mit drei Ziffernkarten sollen dreistellige
Zahlen gebildet werden.

» Arbeitsblatt Vier, fiinf, sechs Ziffernkarten.

> Arbeitsblatt Vier, fiinf, sechs Ziffernkarten —
Vertiefung. Auch als Hausaufgabe geeignet.

> Arbeitsblatt Mehr Ziffern als Stellen.

» Arbeitsblatt Ziffern mehrfach verwenden.

> Arbeitsblatt Ziffern mehrfach verwenden -
Vertiefung. Auch als Hausaufgabe geeignet.

» Arbeitsblatt Welche Aussage stimmt?
zum Rickblick auf die Unterrichtseinheit.

) Losungen zu den Arbeitsblattern.
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Silke Ruwisch & Susanne Schaffrath

GEBIET: Kombinatorik, Probleml6sen

LERNBEREICH: Kombinatorische Aufgaben syste-
matisch I6sen, Zusammenhange
erkennen und libertragen

SCHULJAHR: 3./4.

SOZIALFORM: Einzel-, Partner- und Kleingruppen-
arbeit; Arbeit im Klassenverband

ZEITBEDARF: 5-6 Unterrichtsstunden

Fir die im Folgenden beschriebene Unterrichtseinheit
werden keine Vorerfahrungen mit dem systematischen
Losen kombinatorischer Aufgabenstellungen voraus-
gesetzt.

Zahlen mit drei Ziffernkarten

Als Einstieg in die Einheit dient das Arbeitsblatt Knobe-
leien mit Ziffernkarten 0: Mitden drei Ziffern 1,3 und 5
sollen mdglichst viele verschiedene dreistellige Zahlen
gebildet werden. Zusétzlich wird den Kindern mindlich
der Hinweis gegeben, dass die moglichen Zahlen syste-
matisch aufgeschrieben werden sollen. Alle Kinder in der
Erprobungsklasse bearbeiteten die Aufgaben ziigig und
hielten die Zahlen systematisch fest. Sie wahlten eine
Ziffer als Hunderter aus und tauschten jeweils Zehner
und Einer. Nur ein Kind ordnete bei allen Teilaufgaben
zusatzlich die Zahlen nach der Grof3e.

Daran schlieft sich die Aufgabe an, selbst drei Zif-
fernkarten vorzugeben und damit Zahlen zu bilden. Die
meisten Kinder gaben wieder drei verschiedene Ziffern
vor und fanden wieder sechs Mdglichkeiten. Einige Kin-
der wdhlten bereits hier entweder die Null als Ziffer oder
verwendeten eine Ziffer mehrfach, weil es sonst zu lang-
weilig sei: ,Wenn du einfach drei andere nimmst, ist es
ja trotzdem das gleiche — das sind ja wieder sechs.” (Vgl.
auch .
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In der anschlieBenden Reflexion werden die Schiile-
rinnen und Schiiler gebeten, ihre Systematik zu erkldren.
AnschlieBend wird gemeinsam tiberlegt, wie sich die
Gesamtzahl der Moglichkeiten bei doppelt vorkommen-
den Ziffern oder bei Verwenden der Null verdndert:
Kommt eine Ziffer zweimal vor, gibt es nur noch drei ver-
schiedene dreistellige Zahlen. Ist eine der Ziffern 0 und
sind die beiden anderen Ziffern verschieden, gibt es vier
dreistellige Zahlen.

Zahlen mit vier, fiinf,
sechs Ziffernkarten

Zur Bearbeitung des Arbeitsblatts Vier, fiinf, sechs Ziffern-
karten 0 erhalten die Kinder ca. 30 Minuten Zeit. Die
erste Aufgabe lautet: ,Du hast Ziffernkarten mit den
Ziffern 1, 3, 5, 7. Wie viele vierstellige Zahlen kannst du
damit bilden? Schreibe deinen Losungsweg auf.” In der
zweiten Aufgabe geht es darum, fiinfstellige Zahlen aus
funf verschiedenen Ziffern zu bilden. Die Gesamtzahl der
Maoglichkeiten soll zundchst jeweils vermutet werden.

Wahrend der Grof3teil der Kinder die vierstelligen
Zahlen systematisch aufschreibt — und dabei in der Re-
gel erfolgreich ist -, greift ein Drittel der Klasse zu Ver-
kiirzungen und kann diese auch begriinden: ,Ich hab
als erstes nur die Zahlen mit der 1 vorne genommen,
dann hatte ich sechs Zahlen raus und man kénnte ja die
1,3,5,7 nehmen; vier Zahlen also fiir die 1, und so bin ich
auf 6 - 4 gekommen, also 24.”

Da das Aufschreiben aller fiinfstelligen Zahlen allen
Kindern als zu aufwandig erscheint, versuchen alle, ihre
bei vierstelligen Zahlen verwendete Systematik zu er-
weitern. Allen Kindern ist sofort klar, dass es fiinf Spalten
mit jeweils derselben Anzahlan Zahlen werden, weil jede
der finf Ziffern vorne stehen kénnte, doch es gelingt nur
wenigen, alle Zahlen einer Spalte zu finden, weil sie an
dem Versuch des Tauschens von zwei benachbarten
Ziffern festhalten. Finn allerdings erkennt seinen Fehler,
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vermag ihn zu beschreiben und dann auch zu korrigieren
(E1, S.24). Drei Kinder sind bereits in der Lage, selbst-
standig die Erweiterung von 2 - 3 = 6 (dreistellig) tber
6 - 4 = 24 (vierstellig) zu 24 - 5 = 120 (funfstellig) vor-
zunehmen, wenngleich die verbale Beschreibung noch
schwer verstandlichist: ,Hier ist es genauso wie oben, nur
dass man hier zwei Malrechnungen mehr rechnen muss.”

Nach der Bearbeitungsphase wird im Unterrichts-
gesprach auf die erste Aufgabe zu vierstelligen Zahlen
explizit eingegangen: Die Lehrerin notiert zundchst die
vermuteten Anzahlen an der Tafel: 16, 18, 12, 24, 22, 32,
20. Esfallt auf, dass alle Kinder intuitiv richtig eine gerade
Anzahl vermuten, was méglicherweise auf das paarweise
Vertauschen von Zehnern und Einern bei der Suche nach
dreistelligen Zahlen zurtickzufiihren ist.

Im Anschluss werden systematisch alle vierstelligen
Zahlen an der Tafel notiert. Gemeinsam wird (iberlegt,
welche Arten der Sortierung es flir Zahlen mit der fiihren-
den 1 gibt. Vielen Kindern fiel jetzt schon auf, dass ihnen
bei der zweiten Aufgabe fiinfstellige Zahlen fehlten und
welche das waren. Es wurde deutlich, dass das Tauschen
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Du hast die Ziffernkarten 1 3 5
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Schreibe deinen Lésungsweg , auf
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Wie viele sechsstellige Zahlen kannst du mit sechs verschledenen Zlffernkarten ol
bilden? Schreibe deinen Lésungsweg auf die Riickseite.
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B Finns Notation seines Lésungsweges ist sehr tibersichtlich. Nachtréglich erkennt er, dass weitere Vertauschungen (,Verwechs-
lungen”) méglich sind. Die korrekte Gesamtzahl der Moglichkeiten kann er errechnen, ohne weitere Zahlen aufzuschreiben.

von jeweils zwei Ziffern hier keine hinreichende Strategie
fiir das weitere Vorgehen ist.

Vertiefende Uberlegungen als Hausaufgabe

Als Hausaufgabe erhalten die Kinder das Arbeitsblatt Vier,
fiinf, sechs Ziffernkarten - Vertiefung a Hier gehteser-
neut darum, aus vier Ziffernkarten mit vier verschiedenen
Ziffern (2, 5, 1, 8) vierstellige Zahlen zu bilden. Durch die
Fragen ,Wie viele der vierstelligen Zahlen haben eine 2
vorne/hinten?”, ,Wie viele der vierstelligen Zahlen ha-
ben eine 8 an der zweiten Stelle?”, ,Wie viele der vier-
stelligen Zahlen beginnen/enden mit 25?7, ,Wie viele der
vierstelligen Zahlen beginnen mit 2 und enden mit 5?”
werden die GesetzmaRigkeiten bei der Zahlbildung noch
einmal besonders deutlich.

Diese Hausaufgabe konnten alle Kinder gut be-
waltigen. Eigene Fragen, die zuletzt noch erfunden wer-
den sollten, hielten sich allerdings eng an die Vorlage
und ersetzten in der Regel einzelne Zahlen in den vor-
gegebenen Fragestellungen. Lediglich drei Fragen fallen
ein wenig aus dem Rahmen: ,Bei wie vielen Zahlen ist die
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erste Ziffer grof3er als die zweite?”, ,Wie viele Zahlen gibt
es mit einer 8?” und ,Wie viele der vierstelligen Zahlen
haben eine 2 in der Mitte?” Mehrere Kinder fragten da-
riber hinaus nach Zahlen, die gar nicht beteiligt waren,
so dass die Antwort ,keine” lauten musste.

Mehr Ziffern als Stellen

Bisher waren immer genauso viele Ziffernkarten ge-
geben, wie die Zahl Stellen aufweisen sollte. Auf dem
Arbeitsblatt Mehr Ziffern als Stellen 0 sind nun mehr
Ziffernkarten vorhanden, als fiir eine Zahl gebraucht
werden. Die Fragen lauten: Wie viele drei-/zweistellige
Zahlen kannst du aus den Ziffernkarten mit den Ziffern
3,5,7 und 9 bilden? Die vierstelligen Zahlen, die gebildet
werden kénnen, sind auf dem Blatt bereits notiert.

Fast alle Kinder konnten das Arbeitsblatt richtig be-
arbeiten. Im Unterrichtsgesprach zeigte sich aber, dass
die Kinder zwar haufig in der Lage sind, die Mdglich-
keiten aufzuschreiben, jedoch nicht unbedingt tber
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Zusammenhange zwischen den jeweiligen Aufgaben
oder GesetzmaBigkeiten nachdenken. (Das Unterrichts-
gesprach fand mit einigem Abstand zur Bearbeitung des
Arbeitsblattes statt. Das Arbeitsblatt lag den Kindern
wahrend des Gesprachs nicht vor.) Alle Kinder konnten
sofort angeben, dass es 24 Mdglichkeiten gibt, mit vier
verschiedenen Ziffernkarten vierstellige Zahlen zu bil-
den. Auch das Begriinden der Vollstandigkeit, wozu auf
eine Systematik zurlickgegriffen werden muss, gelang
inzwischen allen Kindern. Als Vermutung auf die Frage,
ob es denn mehr, weniger oder gleich viele dreistellige
Zahlen mit diesen vier Ziffernkarten gebe, duBerte aber
mebhr als die Halfte der Kinder, es miisse mehr geben, weil
»man ja eine Ziffer mehr habe, die man dannimmer noch
tauschen kénne.” (Diese Kinder hatten aufihrem Arbeits-
blatt richtig die 24 dreistelligen Zahlen aufgeschrieben.)
Zwei Kinder konnten argumentieren, dass man bei den
vierstelligen Zahlen doch einfach die hintere Ziffer strei-
chen kénne und es deshalb genauso viele dreistellige
Zahlen seien. Zwar wurde dieser Gedankengang im Ge-
sprach auch fiir einige andere Kinder nachvollziehbar,
doch viele Kinder lieBen sich von dieser Argumentation
nicht iberzeugen und hatten lieber die Zahlen noch ein-
mal systematisch aufgeschrieben (was ihnen erst in der
nochmaligen Bearbeitung des Arbeitsblatts ermoglicht
wurde). Dennoch war allen Kindern deutlich, dass — wenn
tatsachlich die letzte Ziffer gestrichen werden kann — ge-
nauso gut die erste Ziffer gestrichen werden kdnnte.

Auf die von der Lehrerin anschlieBend aufgeworfene
Frage, wie viele zweistellige Zahlen denn mit vier Zif-
fernkarten gebildet werden kdnnten, antworteten nun
einige Kinder, dass es wieder 24 geben miisse. Ein paar
Kinder waren auch wieder Gberzeugt, dass es mehr als
24 geben miisse - vielleicht weil wieder eine Ziffer frei
wird, die man tauschen kann? Erst als an der Tafel alle
zweistelligen Zahlen mit der 3 an der Zehnerstelle auf-
geschrieben worden waren, waren alle Kinder sicher,
dass es zwolf Zahlen geben miisse. Nun waren die Kinder
auch in der Lage anzugeben, welche Streichungen man
denn bei den vierstelligen Zahlen auf dem Arbeitsblatt
vornehmen konne, um die zweistelligen zu erhalten: erst
in jeder vierstelligen Zahl die hinteren beiden Ziffern und
dann jede zweite Zahl.

An diesem Beispiel zeigt sich sehr schon, dass Sicher-
heit in einzelnen Strategien nicht zwangslaufig dazu
fuihrt, dass die Kinder Zusammenhénge herstellen oder
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Ergebnisse reflektieren. Dafiir bedarf es immer wieder
angeleiteter Unterrichtsgesprache. Wir empfehlen auch,
die Aufgabenstellungen mit den Ziffernkarten nicht
nacheinander zu bearbeiten, sondern lieber etwas Zeit
vergehen zu lassen, so dass zundchst eine gewisse Si-
cherheitin Grundfragen und -strategien erreicht werden
kann.

Ziffern mehrfach verwenden

Aufdem Arbeitsblatt Ziffern mehrfach verwenden 0 lau-
ten die Fragen: Wie viele dreistellige Zahlen kannst du mit
Karten mit den Ziffern 2,6,6 (2,3, 6,6/2, 2, 6, 6) bilden? Bei
der Bearbeitung dieses Arbeitsblatts lohnt es vor allem,
die Kinder vorab Vermutungen zur Anzahl der Méglich-
keiten anstellen und ihre Vermutungen begriinden zu
lassen. Wenn Uberlegungen hiufig verbalisiert werden,
lassen sich auch die anderen Kinder immer ofter ein-
beziehen, die Richtigkeit der vorgestellten Uberlegungen
zu priifen und ggf. Fehler aufzudecken.

So vermutete Christian zunachst, dass sich 18 Zahlen
aus den gegebenen Ziffern 2,6 und 6 bilden lassen. Mehr
als die Halfte der Kinder war in der Lage zu erkennen,
dass Christian aus der Aussage ,Mit vier verschiedenen
Ziffern lassen sich viermal sechs dreistellige Zahlen
bilden” auf dreimal sechs fur die vorliegende Aufgabe
geschlossen hatte. Sie konnten ebenfalls verbalisieren,
warum diese Ubertragung nicht funktioniert. AuBerdem
wurde Christian dann noch darauf hingewiesen, dass er
nicht bericksichtigt habe, dass zwei Ziffern gleich seien.

Im Gesprach erkannten die Kinder, dass sich durch
das doppelte Vorhandensein einer Ziffer die Anzahl der
dreistelligen Zahlen halbieren muss. Es war ihnen aber
nicht gelungen, diese Erkenntnis in diesem Umfang in
der eigenstdandigen Auseinandersetzung zu gewinnen.

Vertiefende Uberlegungen als Hausaufgabe

Als Hausaufgabe und zur Vertiefung eignet sich das Ar-

beitsblatt Ziffern mehrfach verwenden - Vertiefung 0
Vergleichender Riickblick

Das Arbeitsblatt Welche Aussage stimmt?e fordert die

Kinder riickblickend noch einmal auf, sich mit verschie-
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LERNEN BEGLEITEN

Beobachtungshilfen:

4
»

Forderhinweise:

Kinder, die der Auffassung sind, alle Moglichkeiten gefunden

zu haben, auch wenn dies nicht stimmt, kann man wahrend der
Bearbeitungsphasen auffordern, die Zahlen systematisch(er)
aufzuschreiben und Beschreibungen der Systematik vorzuneh-
men. Hilfreich kann es auch sein, die Zahlen auszuschneiden und
neu zu sortieren.

Insbesondere die letzten Aufgaben auf den Arbeitsblattern,

die auf der Riickseite bearbeitet werden sollen, sind Differen-
zierungsangebote fir leistungsstarke Kinder.

Wer findet vollstandige Losungen?

Wer geht schon in der Lésungsphase systematisch vor und halt
diese Systematik schriftlich fest?

Wer kann die Vollstandigkeit seiner Ldsung begriinden?

Wer versucht, Lésungsstrategien geschickt zu erweitern?

Wer hat ein Gefiihl daftir, wie Verdanderungen in der
Aufgabenstellung sich auf die Anzahl auswirken?

Wer versteht die Lésungsideen anderer Kinder?

denen Aussagen zu den behandelten Aufgaben aus-
einanderzusetzen und vor allem Begriindungen an-
zuflihren. Die Schilerinnen und Schiiler bearbeiten das
Arbeitsblatt in Kleingruppen. Es sollte ihnen bis zu einer
Unterrichtsstunde dafiir zur Verfligung stehen. Die Aus-
sagen lauten:
1. Aus drei unterschiedlichen Ziffern kannst du mehr
als zehn verschiedene dreistellige Zahlen bilden.
2. Aus zwei unterschiedlichen Ziffern und der Null
kannst du mehr als finf verschiedene dreistellige
Zahlen bilden.
3. Aus vier verschiedenen Ziffern kannst du weniger
als 20 zweistellige Zahlen bilden.
4. Aus finf verschiedenen Ziffern kannst du mehr als
50 zweistellige Zahlen bilden.
5. Aus flinf verschiedenen Ziffern kannst du mehr
funfstellige als vierstellige Zahlen bilden.
6. Wenn man vier verschiedene Ziffern wahlt, kann
man mehr vierstellige Zahlen bilden, als wenn man
eine Ziffer doppelt nutzt.
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Auffallend war, dass — abgesehen von einer Gruppe - alle
Kinder noch einmal die Zahlen aufschrieben, bevor sie
eine Begriindung lieferten, obwohl viele insbesondere
die ersten beiden Aussagen direkt hatten beurteilen
kdnnen.

Die Begriindungen sind nach wie vor auf unterschied-
lichem Niveau. Wahrend eine Gruppe durchgdngig ,weil
wir habens ausprobiert” als Begriindung angab, einige
lediglich festhielten, ob die Aussage stimmt, schrieben
andere ganze Begriindungssdtze, so z. B. Fabian und Lars
zu Aussage 6: ,Weil man die 1 nicht zweimal nehmen
kann, ist wenn man 4 verschiedene Zahlen nimmt mehr,
als wenn man eine doppelt nimmt.” (Als Beispiel fiir vier
unterschiedliche Zahlen wahlten sie 1, 2, 3, 4, dagegen
1,1, 2,3 als Beispiel fiir eine doppelt vorkommende Ziffer.)

Wie wichtig sehr genaues Lesen ist, zeigte sich vor
allem bei den Aussagen 3 und 4, bei denen die Mehrheit
der Gruppen immer eine Gleichheit von Stellen- und Zif-
fernanzahl unterstellte und die so abgewandelten Aus-
sagen dann richtig bearbeitete.

Auch wenn in der Arbeitsphase bereits explizit Be-
griindungen eingefordert werden, ist die anschlieBende
gemeinsame Reflexionsphase von besonderem Ge-
wicht. Erst durch das Vorstellen der Gruppenergebnisse
zu ausgewadhlten Aussagen und das Vergleichen der
Vorgehensweisen, der Systematik im Aufschreiben und
der Begriindungen kénnen Kinder ihre Argumentations-

fahigkeiten weiterentwickeln und voneinander lernen.

Fazit

Ingesamt zeigte sich, dass zwar nicht alle Kinder alle Auf-
gabenstellungen richtig [6sen konnten, doch waren bei
allen enorme Lernfortschritte zu beobachten. Sowohl
die Systematik in der Herangehensweise als auch ins-
besondere die Argumentationsfahigkeit und das Durch-
dringen der Uberlegungen der anderen Kinder haben
sich deutlich weiterentwickelt.

Trotzdem bendétigen die Kinder sehr viel Zeit und Er-
fahrung mit diesen Aufgabenstellungen. Es ist sehr sinn-
voll, dieselben Aufgaben im darauffolgenden Schuljahr
erneut einzusetzen, um sie auf einem anderen Niveau
bearbeiten und um vor allem die Zusammenhange zwi-
schen den Aufgaben noch deutlicher herausarbeiten zu
kdnnen.
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