WISSEN Kombinatorik, Grundsituationen, Permutation

Und jetzt der Reihe nach!

Kombinatorische Grundsituationen im Uberblick

,»,Das Stiefkind Kombinatorik“ - nicht nur im Unterricht, sondern auch

in der Lehrerbildung kommt die Kombinatorik oft zu kurz. Dabei bietet
die systematische Betrachtung kombinatorischer Grundsituationen eine
anregende Gelegenheit zur Auseinandersetzung mit mathematischen
Strukturen, die auf unterschiedlichen Anforderungsniveaus auch in der

Grundschule sichtbar werden konnen.

Gegeben ist eine Menge, bestehend aus n Elementen. Wie viele Méglichkeiten gibt es fiir das ...

... Anordnen von Elementen in einer Reihenfolge?
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D ie Losung einer kombinatorischen Aufgabe be-
steht zumeist in der Anzahl von Méglichkeiten, be-
stimmte Elemente auf eine bestimmte Art und Weise
zu konfigurieren. Fir das Herausfinden solcher Mog-
lichkeiten/Anzahlen werden im Mathematikunter-
richt der Grundschule keine Algorithmen erarbeitet,
sondern die Kinder ermitteln ihre Losungen im ersten
Schritt durch eine geeignete konkrete Darstellung ei-
niger oder aller Konfigurationsmaglichkeiten. Diese
Darstellungen dienen dann wiederum als Zahlobjekte,
die in einem zweiten Schritt mehr oder weniger syste-
matisch abgezahlt werden.

Hieraus ergibt sich bereits eine Hiirde, mit der auch
Lehrkrafte haufig Schwierigkeiten haben: Die Objekte,
die in kombinatorischen Darstellungen betrachtet wer-
den, sind eben ,nur“ Méglichkeiten. Diese Objekte
sind, anders als Wendeplattchen auf dem Tisch oder
Bonbons in Textaufgaben, nicht von Anfang an ,,da“
sondern diese Objekte mUssen erst erdacht und visu-
alisiert, realisiert und buchstablich herbeigebastelt
werden, ehe man mit ihnen weitermachen kann.

Handlungsmodelle und
Verwendungstypen

Die grundlegende Frage in der abzahlenden Kombina-
torik lautet immer gleich: Wie viele Moglichkeiten gibt
es, aus bestimmten Elementen bestimmte Konfigura-
tionen herzustellen?

In einer Reihenfolge oder wild durcheinander?

Hinter dem Ausdruck ,Konfigurationen herstellen“
verbergen sich zwei grundsatzlich verschiedene Hand-
lungsmodelle. Handlungsmodell 1 ist das Herausgrei-
fen einer ungeordneten Gruppe von Elementen aus
einer groferen Menge. Ein Beispiel dafiir wére: Du hast
rote und gelbe Gummibdrchen in der Hosentasche. Wie
viele Méglichkeiten fiir Farbkombinationen gibt es,
wenn du drei Gummibdrchen aus der Hosentasche
Ziehst? Alle drei Gummibarchen konnten rot sein, oder
alle drei gelb. Vielleicht ist auch eines rot und die an-
deren beiden gelb - oder umgekehrt. Mehr Moglich-
keiten gibt es nicht. Die Losung lautet also ,Vier, denn
es gibt vier unterschiedliche Moglichkeiten, welche
Gummibarchen-Farb-Konfiguration nun ungeordnet
auf dem Handteller liegen konnte. Das Herausgreifen



einer Gruppe aus einer Menge wird in der Fachliteratur
oft ,Auswahlen“ genannt. Zu vielen Kombinatorikauf-
gaben passt ,,Auswahlen“ als Alltagsbegriff allerdings
nicht gut. Wenn ein Kind die Hand in die Hosentasche
steckt, um Gummibarchen hervorzuholen, wahlt es ,in
echt“ nichts aus - es sieht ja gar nichts, sondern muss
sich Uiberraschen lassen, welche Barchen es heraus-
fischt.

Handlungsmodell 2 ist das Anordnen von Elementen
in einer Reihenfolge, also die Vergabe von Rangplatzen:
Ein Element landet auf dem ersten Platz, ein Element
landet auf dem zweiten Platz usw. Ein Beispiel dafiir
ware: Du willst ndchsten Samstag fernsehen, lesen, ein-
kaufen und schwimmen gehen. Wie viele Méglichkeiten
gibtes, diese vier Dinge hintereinander zu erledigen? Als
Erstes konnte ich einkaufen, danach schwimmen ge-
hen, dann lesen und zum Schluss fernsehen - dies ist
eine von 24 Maglichkeiten. Dieses Handlungsmodell
beinhaltet haufig eine Zeitkomponente: Als Erstes
konnte ich X platzieren, als Zweites Y usw.

Mit Wiederholung oder ohne?

Die Menge, die aus den Elementen im Samstagsbei-
spiel gebildet wird, lautet {fernsehen; einkaufen; lesen;
schwimmen gehen}. Jedes Element wird genau einmal
verwendet, wahrend eine Reihenfolge hergestellt wird.
Dieser Verwendungstyp wird in der Fachsprache ,,ohne
Wiederholung® genannt: Wurde als erste Samstagsak-
tivitat ,lesen” gewahlt, kann auf dem zweiten Platz
nicht ebenfalls ,lesen® landen, sondern nun muss ei-
nes der drei verbliebenen Elemente ausgewahlt wer-
den. Die Elemente im Gummibarchen-Beispiel heilen
»Rot“ und ,Gelb“; die Menge {Rot; Gelb} enthalt also
nur zwei Elemente. Trotzdem werden drei Barchen aus
der Tasche gezogen! Dieser Verwendungstyp wird in
der Fachsprache ,mit Wiederholung“ genannt. Wie-
derholt wird hier nicht die Ziehung eines bestimmten
Barchens - dies ist ein hdufiges Missverstandnis - und
nicht mal jede Farbe muss ,wiederholt“ auftreten,
schlielich kommt ,Rot“ in der Konfiguration ein Gum-
mibdrchen ist rot, die anderen beiden sind gelb nur ein-
mal vor. ,Mit Wiederholung*“ bedeutet hier, dass Far-
ben mehrfach vorkommen kénnen(!).

Alle oder einige?

Die beiden Handlungsmodelle in eine Reihenfolge brin-
gen und Herausgreifen einer ungeordneten Gruppe las-
sen sich mit den beiden Verwendungstypen mit bzw.
ohne Wiederholung beliebig kombinieren. Um die ma-
thematische Struktur von Kombinatorikaufgaben um-
fassend zu beschreiben, ist zusatzlich dazu noch die
Betrachtung einer dritten Eigenschaft notig: Missen
alle Elemente verwendet werden oder nur einige da-
von?

Diese letzte Frage lasst sich sinnvoll nur beim Hand-
lungsmodell in eine Reihenfolge bringen stellen, denn
die Antwort auf die Frage, wie viele Moglichkeiten es
gibt, aus einer Menge von Elementen alle Elemente
ungeordnet herauszugreifen, steht bereits von Anfang
an fest: Dafiir gibt es natiirlich nur genau eine Moglich-
keit.
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Permutation, Variation und Kombination

Wenn die zu konfigurierenden Elemente aus derselben
Menge stammen, lassen sich aus den drei Eigenschaf-
ten Reihenfolge vs. ungeordnete Gruppe, mit vs. ohne
Wiederholung und alle vs. einige Elemente sechs soge-
nannte kombinatorische Grundsituationen identifizie-
ren. Diese sechs Grundsituationen sind in der Abbil-
dung 1 ubersichtlich dargestellt.

Die drei Grundsituationen im Vordergrund, die mit
alle Elemente verschieden (iberschrieben sind, sind die
ohne Wiederholung. Zwischen diesen dreien besteht
eine enge Verwandtschaft, die auch an den Formeln
erkennbar ist, mit denen sich die Anzahlen der Mog-
lichkeiten sehr schnell ausrechnen lassen. Die drei
Grundsituationen ohne Wiederholung und ihre Bezie-
hungen zueinander werden in diesem Beitrag genauer
betrachtet. Dazu folgende Beispiele:

Permutation ohne Wiederholung

Fiinf Kinder, ndmlich Anna, Benni, Conny, Danny und
Emmi, sollen Zutaten fiirs Adventsbacken mitbringen:
Mehl, Butter, Zucker, Marzipan und Schokocreme. Wie
viele Méglichkeiten gibt es dafiir, welches Kind welche
Zutat mitbringt?

Anna ist das erste Kind in der Reihe (Kind A, siehe
Abb. 2), Benni das zweite Kind usw., das bedeutet, die
flinf Zutaten kénnen nun in eine Reihenfolge A-B-C-D-
E gebracht werden, beispielsweise A=Marzipan,
B=Butter, C=Mehl, D=Schokocreme und E=Zucker.
Alle Zutaten werden verwendet, keine Zutat kommt
doppelt vor (= ohne Wiederholung), und das Zuordnen
von Zutaten zu Kindern entspricht dem Anordnen in
eine Reihenfolge. Damit stehen alle Struktureigen-
schaften dieser Aufgabe fest: Es handelt sich um eine
Permutation ohne Wiederholung mitn = 5, also mit der
Losungn! =5!=5-4-3-2-1=120, denn Anna bringt
eine von fiinf Zutaten mit, Benni dann eine der restli-
chen vier Zutaten, Conny hat noch drei Zutaten zur
Auswahl usw., und Emmi muss dann diejenige Zutat
mitbringen, die zuletzt Ubrigbleibt.

Variation ohne Wiederholung

Fiinf Kinder, ndmlich Anna, Benni, Conny, Danny und
Emmi, machen einen Wettlauf. Vergeben werden sollen
dann eine Goldmedaille, eine Silbermedaille und eine
Bronzemedaille. Die Pléitze vier und fiinf werden nicht
festgehalten. Wie viele Méglichkeiten gibt es, wie die
Kinder am Ende auf dem Siegertreppchen stehen kénn-
ten?

Was ware, wenn die Platze vier und flinf doch ver-
geben wiirden? Dann wére die Medaillengeschichte
strukturgleich zur Adventsbacken-Geschichte oben,
weil hier jedem Platz ein Kind zugewiesen wiirde, so
wie oben jedem Kind eine Backzutat. Angenommen,
Conny, Danny und Emmi erhalten die Gold-, Silber-
und Bronzemedaille (siehe Abb. 3). Dann fallen zwei
Falle zu einem zusammen: Anna kdnnte auf Platz vier
landen und Benni auf Platz fiinf - oder umgekehrt Ben-
ni auf Platz vier und Anna wird Flinfte; das ist egal, weil

WISSEN

Kind A Marzipan
Kind B = Butter
KindC = Mehl
KindD = Schokocreme
KindE = Zucker

ee Abb. 2:

Permutation ohne
Wiederholung, n=5
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ee Abb. 3: Variation ohne Wiederholung, n=5, k=3

ee AbD. 4:
Kombination ohne
Wiederholung,
n=5,k=3
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die Platze vier und fiinf ausdriicklich nicht mitbetrach-
tet werden sollen. Genau diese ,Nichtbetrachtung® der
hinteren beiden'Plétze ist die Bedeutung des Nenners
indem Term ﬁ, wobein = 5 die Anzahl der wettlau-
fenden Kinder ist und k = 3 die Anzahl der Rangplatze,
die betrachtet werden sollen. Die Zahln-k=5-3=2
entspricht der Anzahl der Plétze, die nicht betrachtet
werden. Dementsprechend halbiert hier der Nenner
(n-k)! = 2! = 2 die Anzahl der Méglichkeiten, die es
gabe, wenn flinf Kinder auf fiinf Platze verteilt werden
sollten. So ergeben sich 60 Moglichkeiten, wie hier das
Siegertreppchenfoto aussehen kdnnte.

Kombination ohne Wiederholung

Fiinf Kinder, ndmlich Anna, Benni, Conny, Danny und
Emmi, gehen zelten. Wie viele Méglichkeiten gibt es,
dass sich drei von ihnen in einem Dreierzelt zusammen-
finden?

So dhnlich wie bei der Wettlaufgeschichte spielen
hier ebenfalls drei Kinder eine Rolle und zwei von ih-
nen nicht (siehe Abb. 4). Aber diesmal kommt es nicht
auf die Reihenfolge an, sondern die drei Kinder werden
einfach als ungeordnete Gruppe betrachtet. Der Zah-
ler n! gibt wieder an, dass es insgesamt fiinf Kinder
sind, von denen man sich zunachst vorstellt, sie wiir-
den in eine Reihenfolge gebracht. Der Faktor im Nen-
ner (n - k)! = 2! = 2 gibt wieder an, dass die beiden Kin-
der, die nicht Teil der Dreierzeltbesetzung sind, nicht
weiter betrachtet werden, also dass deren Reihenfol-
genvarianten zu einer Moglichkeit zusammenfallen.
Der neue zweite Faktor im Nenner, k!, bedeutet, dass
nun auch die Reihenfolge der dreilbetrachteten Kinder
keine Rolle spielt. Der Term m heiRt also tber-
setzt Anzahl der méglichen Reihenfolgen aus allen fiinf
Kindern geteilt durch die Anzahl der méglichen Reihen-
folgen der zwei nicht betrachteten Kinder geteilt durch
die Anzahl der méglichen Reihenfolgen der drei betrach-
teten Kinder. Der Term gibt somit die Anzahl der Mog-
lichkeiten an, aus einer Menge von fiinf eine Dreier-
gruppe auszuwahlen. 120 geteilt durch 6 geteilt durch
2; das sind 10 Gberschaubare Mdglichkeiten, das Drei-
erzelt zu besetzen.

=

Mathematische Strukturen erkennen

Das Erkennen mathematischer Strukturgleichheit ist
eine zentrale Herausforderung, die Mathematiktrei-
bende - egal ob Lehrende oder Lernende - standig
bewaltigen mussen. In klassischen arithmetischen
Kontexten fallt uns das vergleichsweise leicht. Bei-
spielsweise sprechen diese beiden Aufgaben Lukas und
Mesut haben Bonbons. Lukas hat drei Bonbons mehr
als Mesut, ndmlich zehn. Wie viele Bonbons hat Mesut?
und Auf einer Weide stehen zehn Schafe. Dann laufen
dreiin den Stall. Wie viele Schafe bleiben auf der Weide
stehen? zwar sehr unterschiedliche subtraktive Grund-
vorstellungen an (,Vergleichen“ versus ,Wegnehmen*).
Die Feststellung, dass es bei beiden Aufgaben um Sub-
traktion geht und dass sich beide Aufgaben (iber den
Term 710-3 10sen lassen (kurz: die Einsicht in Struktur-
gleichheit), gelingt Lehrkréften aber in der Regel pro-
blemlos. Der Grund dafiir liegt in den vorhandenen
Ubersetzungskompetenzen, die Lehrkrafte durch aus-
reichend viel Erfahrung entwickelt haben: Die Ver-
gleichssituation kann z. B. spontan reversibel model-
liert werden (Lukas miisste drei Bonbons abgeben,
damit er genauso viele hat wie Mesut) und alltagsnahe
Verben (Schafe laufen weg, Bonbons werden abgege-
ben) werden sinnvoll aufeinander bezogen bzw. inein-
ander Ubersetzt und, vielleicht unter dem Sammelbe-
griff ,weniger werden®, korrekt mit Subtraktion
assoziiert.

Dies sieht in kombinatorischen Kontexten oft anders
aus: Die beiden Aufgaben Katja hat fiinf Freundinnen
zum Geburtstag eingeladen. Alle Kinder stoRen einmal
miteinander an. Wie oft klingen die Gldser? und Im Os-
ternest liegen sechs verschieden bemalte Ostereier. Ja-
son darf sich zwei Ostereier aussuchen. Wie viele Még-
lichkeiten hat Jason dafiir? sind ebenfalls vollsténdig
strukturgleich (Kombination ohne Wiederholung,n=6
und k=2, Losung 15), Lehrkréfte erkennen dies aber
in der Regel spontan nicht.

Hierzu notig waren spezifische Modellierungskom-
petenzen, die in ausreichendem Malde kombinatorik-
bezogen erworben wurden. Diese erlauben es, Sach-
situationen erfolgreich ineinander zu lbersetzen,
beispielsweise so: Aufeiner Geburtstagsfeier sind sechs
Leute. Zwei Leute diirfen miteinander anstofRen. Wie
viele Méglichkeiten gibt es dafiir? Diese Formulierung
ist nun auch sprachlich strukturgleich zur Ostereier-
Geschichte; mathematisch strukturgleich war die An-
stoR-Geschichte nattirlich auch schon in der urspriing-
lichen (sicherlich auch alltagsnaher formulierten)
Variante.

Geeignete Zahlensatze:
Kombinatorische Explosionen vermeiden

In der didaktischen Fachliteratur finden sich Empfeh-
lungen, welche Zahlenrdume noch zu bewaltigen sind,
wenn im Mathematikunterricht alle Konfigurationen
handelnd oder bildlich dargestellt werden sollen. Bei-
spielsweise sollte die Ergebniszahl dann laut Sill/Kurtz-
mann (2019, S. 187) kleiner gleich 16 sein, sonst verliert
man den Uberblick.
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ee Abb. 5: Erkunden von
Kombinationsméglichkeiten lichkeiten mit Buchstaben (symbolische
mit bunten Bdrenfiguren Ebene)

(Handlungsebene)

ee Abb. 6: Erkunden von Kombinationsmég- oo Abb. 7: Systematische Anordnung der

vier Kombinationsméglichkeiten, aufier-
dem Ubersetzung zwischen symbolischer
und Handlungsebene

Daraus ergibt sich fiir

e ... Permutationen ohne Wiederholung ein n hochs-
tens gleich 3, denn 4! ist bereits gleich 24.

e ...Variationen ohne Wiederholung: Alle k = 1 spie-
lenin realistischen Sachkontexten keine Rolle, weil
dies immer triviale Falle sind, denn ,,eine Person in
Reihenfolge bringen® ist dasselbe wie ,,eine Person
einfach so herausgreifen®. Daher sollte k grofer
gleich 2 sein. Fiir k = 2 ergeben sich mit n = 5 bereits
20 Moglichkeiten, was als zu viel fiir eine vollstan-
dige Darstellung gilt. Mit n = 3 bzw. n =4 ergeben
sich 3 bzw. 12 Moglichkeiten, was gut darstellbar ist.
Die kleinste Losungszahl fir k=3 ist mit n=4
bereits 24, also wieder zu viel. Eine systematische
Betrachtung der mathematischen Struktur gibt also
klare Hinweise flrr die Unterrichtsgestaltung: Varia-
tionen ohne Wiederholung sind in der Grundschule
nur fiir k = 2 und n = 3 oder 4 behandelbar.

e ... Kombinationen ohne Wiederholung: Fiir alle n
zwischen 3 und 5 und dementsprechend fiir alle k
zwischen 2 und 4 ergeben sich Losungszahlen zwi-
schen 3 und 10. Fiirn = 6 und k = 3 ergeben sich 20
Moglichkeiten; alle anderen moglichen k liefern fiir
n = 6 kleinere Losungen und sind damit ebenfalls
prima geeignet.

Insbesondere die handlungsbasierte Her- und Darstel-
lung von Konfigurationen ermdglicht im inklusiven
Mathematikunterricht Zugénge auf unterschiedlichen
Abstraktionsniveaus (siehe Abb. 5). Starkere Kinder
wechseln darauf aufbauend meist schnell zu bildlichen
oder bildlich-symbolischen Darstellungen, etwa zur
Notation ,,G R R“ fiir die Kombination eines gelben und
zweier roter Gummibarchen (siehe Abb. 6 und 7). Kin-
der, die langer bei enaktiven Darstellungen bleiben,
konnen durch Verschieben der Gummibarchen bei-
spielsweise selbst erkunden, dass ,rotes Barchen, gel-
bes Barchen, rotes Barchen® und ,rotes Barchen, rotes
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Bérchen, gelbes Barchen“ dieselbe Konfiguration dar-
stellen, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt (Kom-
bination mit Wiederholung, n = 2, k = 3). Das Hinzu-
nehmen einer dritten Farbe (n = 3, k = 3) ist méglich,
einer vierten Farbe (n = 4, k = 3) wegen 20 Moglichkei-
ten nicht anzuraten.

Fazit

Die Auseinandersetzung mit Permutationen, Variatio-
nen und Kombinationen ohne Wiederholung bietet
bereits mit grundschultauglichen Zugéngen lohnens-
werte Einblicke in mathematische Strukturen. thre
Pendants mit Wiederholung liefern ebenfalls viele Zah-
lensatze, die fiir die Darstellung im Mathematikunter-
richt der Grundschule bestens geeignet sind; beispiels-
weise werden die Grundsituationen in Schulbilichern
gelegentlich in der ,,mit vs. ohne Wiederholung“-Paa-
rung zusammengestellt. Auch ohne systematische Be-
trachtung sei hier das vorherige Berechnen der Anzahl
konkreter Moglichkeiten dringend empfohlen, um al-
len Kindern handelnde Zugange zu ermdglichen und
dabei kombinatorische Explosionen zu vermeiden. m
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