UNTERRICHTEN Kombinatorik, Muster, Analogien

,Das ist doch so wie
beim Eisbecher*

Kombinatorische Grundmuster durch den Vergleich mit

Referenzmodellen erkennen

Fir die vier in der Grundschule relevanten kombinatorischen Grundmuster
eignet es sich, den Schiilerinnen und Schiilern iber eine geschickte
Aufgaben-, Material- und Sprachauswahl tragfahige Referenzmodelle
anzubieten, die durch ihren Alltagsbezug auch im weiteren Lernprozess
immer wieder fiir Analogien genutzt werden konnen.
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ombinatorische Grundmuster - auch als Urnen-

modelle bekannt - lassen sich in zwei Dimensio-
nen einteilen. Die erste unterscheidet Situationen, in
denen die Reihenfolge der Objekte entweder eine Rol-
le spielt (,Anordnungen®) - wie etwa bei einem PIN-
Code - oder unerheblich ist (,,Auswahl“) - wie bei den
Lottozahlen ,,6 aus 49“ Die zweite Dimension unter-
scheidet Situationen, in denen die mehrfache Aus-
wahl eines Objekts moglich ist - z. B. bei der mehrfa-
chen Wahl der gleichen Eissorte - oder ausgeschlossen
ist — wie bei den Platzierungen auf einem Sporttur-
nier. Obgleich die resultierenden vier Kombinationen
eine gute Ubersicht bieten und sich jede davon an-
hand eines spezifischen mathematischen Terms dar-

stellen ldsst (beispielsweise n! fiir Anordnungen mit
Wiederholung), féllt es sowohl Lernenden im Sekun-
darbereich als auch Erwachsenen teilweise schwer,
vermeintlich einfache kombinatorische Aufgaben zu
[6sen wie ,,Auf einer Party wollen sich 23 Personen mit
Handschlag begriiRen - wie viele Handschlage sind da-
flr mindestens notwendig?“.

Grundmuster erkennen und vergleichen

Um diese Schwierigkeit zu adressieren und Lernenden
geeignete Losungsstrategien anzubieten, werden in
der Unterrichtseinheit dieses Beitrags nicht nur exem-
plarisch Aufgabenbeispiele fiir alle vier Grundmuster
vorgeschlagen, sondern insbesondere auch die sprach-
liche Unterstltzung beim Vergleichen mit weiteren
Aufgabenstellungen in den Fokus genommen.

Als Referenzmodell fiir die verschiedenen Grund-
muster dienen dafiir Aufgaben, die jeweils sachlogisch
einem Grundmuster zugeordnet werden kdnnen. So
ist beispielsweise bei der Platzierung eines Autoren-
nens aus der Sache heraus keine Wiederholung mog-
lich. In der Unterrichtseinheit werden Angebote flir die
notwendige Wortschatzarbeit gemacht, die mithilfe
eines Wortspeichers (der ,Kombi-Tabelle“) und sprach-
lichen Ubungen weder die Sachmotivation vernach-
lassigen noch inhaltlich auf der Stelle treten.

Die Unterrichtseinheit besteht aus insgesamt sechs
Stunden, welche sowohl am Stiick als auch (iber einen
langeren Zeitraum verteilt auf dreimal zwei Schulstun-
den umgesetzt werden kénnen. Im Zentrum steht da-
bei die gemeinsame Erarbeitung eines Wortspeichers
zu den vier kombinatorischen Grundmustern, welcher
im Anschluss im Klassenraum aufgehangt werden soll-
te, sodass ein Riickgriff darauf bei Bedarf jederzeit
moglich ist.

Stunde 1-2: Wiederholungen

In den ersten beiden Stunden steht die erste Dimensi-
on, die Zulassigkeit von Wiederholungen innerhalb der
Sachsituation, im Fokus. In Stunde 1 wird exempla-

32 | Mathematik differenziert 1-2023 | Verglezeranienéifdorattiee Christiane Meerstein am 03.05.2023



risch die Aufgabenkarte ,Autorennen® (siehe M1a) als
Situation ohne Wiederholungen bearbeitet. Beginnend
mit einem Einstieg im Plenum (beispielsweise im
Kinositz, Stuhlkreis 0.A.), in dem Problem, Ziel und
Arbeitsauftrag erortert werden, erarbeiten sich die
Schiilerinnen und Schiiler nach der Ich-Du-Wir-Metho-
de zunachst Strategien und Losungen in Einzelarbeit.
Dabei sollten den Schiilerinnen und Schiilern Kopier-
vorlagen zur Kennzeichnung der verschiedenen Plat-
zierungsmoglichkeiten zur Verfiigung stehen (siehe
M2a). Als Férdermdglichkeit kdnnen auch kleine Spiel-
zeugautos fiir eine enaktive Erarbeitung der Platzie-
rungen angeboten werden.

Ihre Lésungswege, Entdeckungen und Ergebnisse
vergleichen die Lernenden anschlieffend in Partner-
oder Kleingruppenarbeit, bevor diese dann im Plenum
verglichen werden. Da hier eine groRe Varianz an ver-
schiedenen Vorgehensweisen sowie an Darstellungs-
formen zu erwarten ist, sollte ein Fokus darauf liegen,
wie sich beide Aspekte systematisieren lassen. Dabei
ist eine GegenUberstellung verschiedener Vorgehens-
und Notationsweisen hilfreich. Die Ergebnisse dieser
Sicherung werden in einem Ergebnisplakat festgehal-
ten (siehe Abb. 1).

Die darauffolgende Stunde thematisiert die Aufga-
benkarte 2 ,Bausteintiirme* (sieche M1b) als Referenz-
modell fiir Situation, in denen Wiederholungen zulas-
sig sind. Die Struktur der Stunde beginnt zunachst
analog zur ersten, allerdings sollte die Erarbeitung
aufgrund der Vorerfahrungen aus der ersten Stunde
sowie der groRen Anzahl an Moglichkeiten hier arbeits-
teilig in Gruppen erfolgen. Moglich ist hier beispiels-
weise eine Beschrankung auf drei Farben fiir jede Grup-
pe oder eine Aufteilung, aus wie vielen verschiedenen
Farben die Turme der jeweiligen Gruppen bestehen
dirfen. Auch sollte die Kopiervorlage ,Bausteintirme*
(siehe M2b) zur Ergebnisdarstellung zur Verfligung ste-
hen, differenzierend konnen hier Bausteine zur enak-
tiven Erarbeitung bereitgestellt werden.

Je nach Arbeitsteilung mussen die Ergebnisse der
verschiedenen Gruppen im Anschluss zusammenge-
bracht und verglichen werden, um analog zur ersten
Stunde ein Ergebnisplakat der Situation zu erstellen.
Mit dem Arbeitsblatt ,Aufgaben vergleichen 1“ (siehe
M3a) werden nun aufbauend auf den Ergebnisplaka-
ten die Referenzmodelle nach der Ich-Du-Wir-Methode
verglichen und kontrastiert, um Gemeinsamkeiten und
Unterschiede der Situationen zu identifizieren (siehe
Abb. 2). Dabei wird in der letzten Phase, der Bespre-
chung im Plenum, gemeinsam die erste Zeile des
Sprachspeichers (der Kombi-Tabelle) erarbeitet, wel-
che die beiden Referenzmodelle zur Anordnung ent-

Wortspeicher

Kombi-Tabelle (siehe M5)

@, Auf einen Blick

Klassenstufe: 3-4

Zeit: 6 Unterrichtsstunden (aufteilbar in 3 x 2 Stunden)

Lerngelegenheiten:

- Aufgaben zum Erkunden und Entdecken kombinatorischer
Grundmuster

- Sprachspeicher zu kombinatorischen Grundmustern

Lernvoraussetzungen:
- einfache Additions- und Multiplikationsaufgaben

- Begriff ,Muster® ist bekannt

- Textverstandnis und Bereitschaft, Gedanken °
darzustellen und anderen zugéanglich zu machen Ed ’

- erste Erfahrungen mit kombinatorischen D
Aufgabenstellungen und dem systematischen

Auffinden und Darstellen aller Mdglichkeiten

Materialseiten

Materialien: downloaden oder
M1 Aufgabenkarten

M2 Materialien

M3 Aufgaben vergleichen
M4 Weitere Aufgaben

online bearbeiten!
Infos auf Seite 51

online
S.37 online online online
S.38 online online online

S.39 online online online

Zusitzliche Materialien:
gefs. Spielzeugautos, Bausteine, Legematerial fir Eisbecher,
Legematerial fir ein Spiel zu dritt (Spielfiguren 0.A.)
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UNTERRICHTEN Kombinatorik, Muster, Analogien

1

Aufgaben vergleichen 1

Vergleicht die Aufgaben Autorennen und Legosteine miteinander?
Was ist gleich? Was ist verschieden?
Beschreibt eure Entdeckungen. Versucht sie zu erkldren.
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ee Abb. 2:
Bearbeitung des
Arbeitsblatts
»Aufgaben
vergleichen 1

ee AbD. 3:
Vervollstdindigte
Kombi-Tabelle

halt sowie die Unterscheidung, ob Wiederholungen
zugelassen sind oder nicht.

Die Dimension der Reihenfolge braucht an dieser
Stelle noch nicht thematisiert zu werden. Das Plakat
wird anschlieRend sichtbar im Klassenraum aufge-
hangt. In Abhangigkeit von Lerngruppe, Aufteilung der
Gruppenarbeit und Unterrichtsorganisation kdnnen
diese Schritte auch auf zwei Stunden verteilt werden.

Stunde 3-4: Anordnung und Auswahl

In der dritten und vierten Stunde wird die zweite Di-
mension der kombinatorischen Grundmuster, die

Formulierungshilfen

« Wiederholungen sind (nicht) méglich.

« [Objekte oder Sorten] diirfen immer
nur einmal (mehrfach) ausgewdhlt/
gezogen werden.

« Die Reihenfolge ist (nicht) wichtig.
« Esist wichtig (nicht wichtig), was an
1., 2., 3., ... Stelle steht.

Bedeutung der Reihenfolge, thematisiert. Diese kon-
nen sowohlim direkten Anschluss an die ersten bei-
den Stunden als auch zu einem spateren Zeitpunkt
folgen.

Der Aufbau der Stunden erfolgt weitgehend analog
zu Stunde 1 und 2 (Einstieg mit Problematisierung,
Ich - Du - Wir, gemeinsame Erstellung eines Ergebnis-
plakats des Referenzmodells). Auch hier sind die ent-
sprechenden Kopiervorlagen ,,Eisbecher* (sieche M2c,
Stunde 3) und ,,Spiel zu dritt“ (siehe M2d, Stunde 4)
bereitzustellen, zusatzlich kann bei Bedarf Legemate-
rial angeboten werden.

Im Anschluss an die Erstellung des Ergebnisplakats
Eisbecher“in Stunde 3 wird dieses - wie in der zwei-

ten Stunde - mit der analogen Situation in Bezug auf

Die l)'“ Grundmuﬂ:er Cler‘

Sind

Nein, Wiederholungen sind nicht méglich.

Es ist wichtig, wasan 1., 2, 3., .. stelle steht.

Koml')indjtori!‘

Wiederho Lunﬂe.n mégtich ¢

Ja, Wiederholungen sind moglich.

Es ist wichtig, wasan 1., 2., 3., ... Stelle steht.

Objekte oder
Sorten diirfen
mehrfach gewahit
werden.

Bsp: Legosteine

: Objekte oder
Ja, die Sorten diirfen
Reihenft:!lge immer nur ginmal
ist wichtig. gewshlt werden.
| St d e Anordnung Bsp: Autorennen
R&Il’l&ﬂro [532
w l' C h{ I 8 g Es ist nicht wichtig, was an 1., 2, 3., ... Stelle
steht. Die Reihenfolge spielt keine Rolle.
Nein, die Objekte oder Sorten diirfen immer nur ginmal
Reihenfolge gewdhit werden.
ist nicht
wichtig. Bsp: Spiel zu dritt
Auswahl

Es ist picht wichtig, wasan 1., 2., 3., ... Stelle
steht. Die Reihenfolge spielt keine Rolle.

Objekte oder Sorten
diirfen mehrfach
gewihlt werden.

Bsp: Eisbecher
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Kombinatorik, Muster, Analogien UNTERRICHTEN

die Dimension Wiederholung verglichen bzw. kontras-
tiert, d.h. mit dem Ergebnisplakat Bausteine (siehe
M3b). Dabei gilt es, sowohl die strukturellen Unter-
schiede (Reihenfolge spielt eine Rolle oder nicht) als
auch die Gemeinsamkeiten (Wiederholungen sind je-
weils zulassig) herauszuarbeiten.

Basierend auf diesem Vergleich wird die Kombi-Ta-
belle nun um die Dimension der Reihenfolge ergénzt
und das Referenzmodell ,,Eisbecher hinzugefiigt. Ent-
sprechend wird in Stunde 4 mit dem Referenzmodell
»Spiel zu dritt“ das letzte der vier Grundmuster (Aus-
wahl ohne Wiederholung) erarbeitet, kontrastiert (sie-
he M3c) und in die Kombi-Tabelle hinzugefiigt. Die
Kombi-Tabelle ist nun vollstandig und wird im Klas-
senzimmer aufgehéngt (Abb. 3).

Foto: Patricia Plicht / Grundschule Willinghusen

Stunde 5-6: Analogien bilden

Entsprechend der Stunden drei und vier kdnnen auch
die letzten beiden Stunden dieser Einheit entweder
direkt im Anschluss oder zu einem spéteren Zeitpunkt
folgen. In diesen werden nun weitere kombinatorische
Situationen der verschiedenen Grundmuster geldst
(siehe M4, Abb. 4). oo Abb. 4: Aufgabenkarten und Kombi-Tabelle als Lernumgebung in
Die Erarbeitung kann sowohl allein als auch in Ko- ~ Stunde 5 und 6
operation mit einer Partnerin oder einem Partner er-
folgen. Zielist dabei nicht nur die Ermittlung aller Még-  pije Autorinnen/der Autor

lichkeiten der Situation, sondern insbesondere der e L o
Christiane Meerstein ist Studienleiterin
flir Mathematik in der Grundschule am

= |Institut fur Qualitdtsentwicklung an
Schulen Schleswig-Holstein.

Foto: Privat

Vergleich mit den in den ersten vier Stunden erarbei-
teten Referenzmodellen. M3d gibt dafiir entsprechen-
de sprachliche Anregungen. Mithilfe der Fragestellun-
gen der beiden Dimensionen (Ist eine Wiederholung

moglich? Ist die Reihenfolge wichtig?) gilt es dabei, Dr. Henning Sievert ist Akademischer Rat
durch Vergleichen und Kontrastieren mit der Kombi- fiir Mathematik und ihre Didaktik in der
Tabelle strukturgleiche Aufgaben zu identifizieren, um Grundschule an der Europa-Universitét
entsprechend dem Analogieprinzip Lésungsstrategien Flensburg.
auf Basis der Referenzmodelle zu entwickeln. Dabei
ist insbesondere die sprachliche Unterstltzung der
Lehrkraft bedeutsam, um Lernende bei Schwierigkei-
ten bei der Identifikation und Ubersetzung in der Re-
ferenzmodelle Hilfestellung zu geben. Gegebenenfalls
gibt diese Arbeitsphase auch Anlass, die Kombi-Tabel-
le weiter zu ergénzen.

Foto: Privat

Tanja NiB ist Studienleiterin und
Fachteamleitung Mathematik in der
Grundschule am Institut fiir Qualitétsent-
wicklung an Schulen Schleswig-Holstein.

Foto: Privat
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Fazit

Das Lésen kombinatorischer Aufgaben stellt (iber StOlperSteine
die Grundschule hinaus eine anspruchsvolle Anfor-
derung dar. In der vorgestellten Unterrichtseinheit
schlagen wir die Erarbeitung eines Sprachspeichers Worauf ist zu achten und was kann schiefgehen?

mit Referenzmodellen fiir alle vier kombinatorischen - Kind benétigt haptisches Material zur Darstellung

Grundmuster vor, ierfdudrch das Vergleichen ;deKont- verschiedener Méglichkeiten. Dies sollte bei Bedarf
rastieren in neuen Anfor erung55|tuat|0nen ie Unter- zur Verfugung geste[[t Werden,

suchung der relevanten Eigenschaften und damit die

Analogiebildung beim Lésen kombinatorischer Proble- - Kind erkennt die Eigenschaften bzw. Unterschiede
me erméglicht. Ziel ist neben dem Aufbau tragfahiger der verschiedenen Grundmuster nicht. Dies sollte
Grundvorstellungen fiir die verschiedenen Grundmus- durch sprachliche Begleitung anhand der Kombi-
ter auch die sprachliche Begleitung bei der Analogie- Tabelle unterstiitzt werden sowie ggfs. durch han-
bildung sowie die Beriicksichtigung authentischer delnde Gegentiberstellung der Kategorien (Auswahl
Sachsituationen. m - Anordnung, mit/ohne Wiederholungen).
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Aufgabenkarte ,,Autorennen®

Bei einem Autorennen fahren 4 Autos mit.
Ein gelbes, ein rotes, ein blaues und ein griines Auto.

Welche verschiedenen Moglichkeiten gibt es
fir die ersten 3 Platze?

Warum sind das alle Méglichkeiten? Begriinde.
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Material Autorennen

© Westermann
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Aufgaben vergleichen 1

Zal |
© ©

Vergleicht die Aufgaben ,,Autorennen® und ,Bausteine® miteinander.
Was ist gleich? Was ist verschieden?

Beschreibt eure Entdeckungen. Versucht, sie zu erklaren.
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Aufgabenkarte: ,,Bausteine®

Malia baut aus Bausteinen 3er-Tlurmchen.
Sie hat rote, blaue, gelbe und griine Bausteine.
Sie baut einfarbige und mehrfarbige Turmchen.

Welche verschiedenen Moglichkeiten gibt es,
die Bausteine aufeinanderzubauen?

Warum sind das alle Méglichkeiten? Begriinde.
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Aufgabenkarte: ,,Eisbecher

Beim Ausflug kommt eine Klasse

mit ihrer Lehrerin an einem Eisstand vorbei.

Es gibt 4 verschiedene Sorten Eis:

Erdbeere, Blaubeere, Apfel und

Jedes Kind bekommt ein Eis mit 3 Kugeln im Becher.
Max ist als erstes an der Reihe

und mochte dreimal seine Lieblingssorte Zitrone.

Welche verschiedenen Moglichkeiten
fur einen Eisbecher gibt es?

Warum sind das alle Moglichkeiten? Begriinde.

iseliasiiseiiasiise
P
P
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Aufgabenkarte ,,Spiel zu Dritt

Die Freunde

@ J J
RonYGeli Blanka‘und Grngwollen ein

Kartenspiel spielen, bei dem aber nur 3 Kinder
gleichzeitig spielen kénnen.

Welche verschiedenen Méglichkeiten gibt es
fur die Spielzusammensetzung?

Warum sind das alle Méglichkeiten? Begriinde.
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Material Bausteine
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Aufgaben vergleichen 2

Vergleicht die Aufgaben ,Bausteine” und ,Eisbecher® miteinander.
Was ist gleich? Was ist verschieden?

Beschreibt eure Entdeckungen. Versucht, sie zu erklaren.

Mathematik differenziert 1-2023 lizenziert fur Dorothee Christiane Meerstein am 03.05.2023

© Westermann



Vergleicht die Aufgaben ,Eisbecher” und ,Spiel zu dritt“ miteinander.

Was ist gleich? Was ist verschieden?

Beschreibt eure Entdeckungen. Versucht, sie zu erklaren.

© Westermann
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. Aufgaben vergleichen 4

Aufgabe:

. Sind Wiederholungen maéglich? [ JJa [ ] Nein
Ist die Reihenfolge wichtig? D Ja D Nein

Beschreibe die Aufgabe. Vergleiche mit unserer Kombi-Tabelle.

Mathematik differenziert 1-2023 lizenziert fiir Dorothee Christiane Meerstein am 03.05.2023
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