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Kombinieren - Anordnen
— Auswahlen

Kombinatorische Grundsituationen verstehen und l6sen

Auch wenn im Bereich der Grundschule keine systematische Behandlung der
verschiedenen kombinatorischen Grundfiguren angestrebt wird, ist das sichere
Wissen Uber kombinatorische Grundsituationen, zentrale Losungswege und
Darstellungsmittel fiir die Unterrichtsplanung unerlasslich.

In der Kombinatorik — der Kunst des
geschickten Zahlens — werden Kom-
binationen, Anordnungen oder Aus-
wahlen von Elementen einer oder
mehrerer Grundmengen betrachtet
und die Gesamtheit aller verschiede-
ner Moglichkeiten bestimmt. Dabei
entscheidet Uber die jeweilige An-
zahl, ob die Elemente einfach oder
mehrfach verwendet werden und die
Reihenfolge der Elemente Beachtung
findet oder nicht.

Grundlegende kombina-
torische Zahlprinzipien

Die Zahlprinzipien der Kombinato-
rik erlauben gerade bei wachsender
Anzahl der Elemente das rein rech-
nerische Ermitteln der Méglichkeiten
mit Verzicht auf aufwandig zu erstel-
lende sortierte Listen oder Baumdia-
gramme.

Additionsregel

Einige kombinatorische Problemstel-
lungen lassen sich oft geschickt 16-
sen, indem sie in Teilprobleme zer-
legt werden. Man unterscheidet
dabei Spezialfdlle des Ausgangspro-
blems, wobei zu beachten ist, dass

diese Uberlegungen zu disjunkten
Teilmengen fiihren.

Hierzu ein Beispiel:

Sitzordnung

(A)lina, (B)astian und (C)eline
mG6chten sich nebeneinander auf
drei Stiihle setzen.

Wie viele verschiedene Méglich-
keiten gibt es?

Das Ausgangsproblem, drei Stiihle
mit drei Personen zu besetzen, lasst
sich in Teilprobleme zerlegen, die zu
drei disjunkten Mengen fiihren.

* Kind A sitzt auf Stuhl 1

e Kind B sitzt auf Stuhl 1

* Kind Csitzt auf Stuhl 1

Gemal der Additionsregel ergeben
sich dann fir die Gesamtheit aller
Méoglichkeiten: 2 +2 +2 =6.

Produktregel

Wenn eine Folge von Entscheidun-
gen zu treffen ist, bei der es fiir die
erste Entscheidung p, fir die zwei-
te Entscheidung g und fiir die dritte
Entscheidung r Mdglichkeiten gibt,
dann gibt es fir die Folge der Ent-
scheidungen p x g x r Moglichkei-
ten.

Hierzu wieder ein Beispiel:

Menuwahl

Es gibt 3 Méglichkeiten eine Vor-
speise zu wdéhlen, 2 fiir die Haupt-
speise und 4 fiir die Nachspeise.

Die drei Grundmengen, aus denen da-
bei die Elemente entnommen werden,
sind voneinander unabhangig. Es er-
geben sich der Produktregel folgend
3 x2 x4 =24 verschiedene Mens, die
zusammengestellt werden kénnen.
Aber auch bei kombinatorischen
Grundsituationen, bei denen die Ele-
mente aus einer Menge entnommen
werden, kann die Produktregel ange-
wendet werden. Zu beachten ist dann
jedoch, ob die Elemente mit oder
ohne Wiederholung genutzt werden.
Die Aufgabe ,Sitzordnung” um-
fasst auch drei Entscheidungsprozes-
se fuir das Besetzen der drei Stihle, da
die Elemente (Personen) jedoch nur
einmalig zur Verfligung stehen, gibt
es zunachst drei Moglichkeiten, den
ersten Stuhl zu besetzen, dann noch
zwei Moglichkeiten fiir das Beset-
zen des zweiten Stuhls und letztlich
nur eine Mdéglichkeit fir den dritten
Stuhl. Es ergeben sich gemal3 Pro-
duktregel 3 x 2 x 1 =6 Mdglichkeiten.
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Kombinatorische
Grundsituationen

In der Kombinatorik wird zwischen
den zwei Grundtypen Variation und
Kombination unterschieden. Bei Va-
riationen ist die Reihenfolge der Ele-
mente von Bedeutung, bei Kombina-
tionen hingegen nicht.

Die Permutation, als Spezialfall der
Variation, stellt einen dritten Typ in
der Kombinatorik dar, bei dem jede
Anordnung aus allen n Elementen
einer Menge besteht. Bei allen drei
Typen wird zwischen Anordnungen
mit oder ohne Wiederholung der Ele-
mente unterschieden.

Bei diesen Grundsituationen (Va-
riation, Permutation, Kombination)
wird, im Urnenmodell gesprochen,
immer aus einer Urne, also aus einer
Grundmenge, gezogen. Darlber hin-
aus spricht man von der Bildung eines
Kreuzprodukts, wenn die Elemente,
die kombiniert werden, aus mehreren
Mengen gezogen werden (z.B. Speise-
karte, Menlizusammenstellung).

Um die verschiedenen kombina-
torischen Grundsituationen sicher
voneinander unterscheiden zu kon-
nen, ist es hilfreich, sich die Unter-
schiede exemplarisch an einer grund-
schulrelevanten Problemstellung zu
verdeutlichen (siehe Tabelle Seite 35).

Die Gegenuberstellung zeigt vor
allem, wie sich in Abhédngigkeit von
der kombinatorischen Grundsituati-
on die Anzahl der Méglichkeiten je-
weils verandert.

Von ersten Erfahrungen mit
Blick auf die Sekundarstufe

Erste Erfahrungen mit einfachen
kombinatorischen Aufgabenstellun-
gen in der Grundschule bilden ein
gutes Fundament fiir die systemati-
sche Behandlung stochastischer Fra-
gen in der Sekundarstufe.
Unabhdngig von der gegebenen
kombinatorischen Grundsituation im
Kontext einer Aufgabenstellung ste-

hen im Grundschulunterricht vor al-
lem auch geeignete Losungsverfah-
ren im Zentrum des Unterrichts.

Fir die Anzahlbestimmung bei
kombinatorischen Problemstellungen
konnen grundsatzlich verschiedene
Lésungsverfahrungen genutzt wer-
den. Sie unterscheiden sich insbeson-
dere hinsichtlich des Abstraktionsgra-
des und eignen sich abhangig von der
gegebenen kombinatorischen Grund-
situation mehr oder weniger gut.
Hierzu gehdren:

* systematisches Probieren

e Erstellen geordneter Listen
 Erstellen von Tabellen

> Zeichnen von Baumdiagrammen
e Verwenden kombinatorischer

Zahlprinzipien
* Gestalten von Situationsmodellen
In der Grundschule ist das probieren-
de, zunehmend systematische Vorge-
hen als zentrales Losungsverfahren
anzusehen. Im Rahmen ausgewahl-
ter Aufgabenstellungen konnen die
Kinder aber auch erste Erfahrungen
mit Tabellen oder Baumdiagrammen
als spezielle Methoden des systema-
tischen Vorgehens sammeln.

Die Lehrkraft sollte stets gewéahr-
leisten, dass nur solche Aufgaben-
stellungen bearbeitet werden, bei
denen die Gesamtheit der Moglich-
keiten mit einem vertretbaren Auf-
wand dargestellt werden kann.

Das rein rechnerische Bilden von
Produkten als effizientes Losungs-
verfahren beim Herleiten aller M6g-
lichkeiten kann im Kontext kombi-
natorischer Problemstellungen den

THEMA. Grundsatzliches

Losungsprozess vorantreiben und
durchaus z.B. in Reflexionsphasen
thematisiert werden. Jedoch sollte
dies an einfachen Aufgaben exem-
plarisch entdeckt werden, ohne die
Verallgemeinerung zur Produktregel
der Kombinatorik von allen Lernen-
den zu erwarten.

Eine Aufgabe -
viele Losungswege

Wird den Kindern fiir das individuelle
Losen einer Aufgabe geniigend Frei-
raum gegeben und eine geeignete
Materialumgebung bereitgestellt, las-
sen sich ganz unterschiedliche Vor-
gehensweisen beobachten. Auch die
Dokumentation des Losungsweges
zeigt innerhalb einer Lerngruppe oft
sehr grof3e Unterschiede. Daher besit-
zen das Sammeln und Systematisieren
sowie das Diskutieren unterschiedli-
cher Vorgehensweisen einen hohen
Stellenwert im Unterrichtsprozess.

Am Beispiel ,Sitzordnung” (s.0.)
soll die Vielfalt moglicher Lésungs-
wege und Darstellungsmittel deut-
lich werden.

Systematisches Vorgehen

durch geordnete Listen

Die Losung der Aufgabenstellung
lasst sich durch eine systematische
Auflistung aller sechs Méglichkeiten
schnell erhalten. Interessant ist bei
solchen geordneten Listen, dass sie
unterschiedlichen Ordnungsmerkma-
len folgen kénnen (Tabelle 1).

~Festhalten” eines Kindes auf Stuhl 1
Ich setze Kind A, Kind B bzw. Kind C nacheinander auf den ersten Stuhl
und finde dazu jeweils die zwei Mdglichkeiten, wie sich die jeweils

beiden anderen Kinder dazu setzen kdnnen.

die Kinder auf den beiden dul3eren Stiihlen miteinander.

ABC ABC

BAC BCA

CAB CBA

CAB BAC ,Gegenpaare”finden

ABC CBA

BCA ACB

ABC ACB +Weiterrutschen” eines Kindes
BAC CAB

BCA CBA  jeweils alle Moglichkeiten
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Tabelle 1:
Geordnete Listen
nach verschiede-
nen Strategien

Ich wahle eine jeweils neue Mdglichkeit und vertausche dann

Ich setze Kind A nacheinander auf Stuhl 1, 2 bzw. 3 und finde daftr
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Die Kinder besetzen nacheinander in drei
Entscheidungsprozessen je einen Stuhl:

Kind 1
wahlt

Abb. 1:
verschiedene

Baumdiagramme
zur Lésung des
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Problems

Kind 2
wahilt

Kind 3
wahlt

Stuhl 2 | Stuhl 3 |
Stuhl 3 | Stuhl 2 |

Stuhl 1 | Stuhi 3 |

Die drei Stiihle werden nacheinander in drei
Entscheidungsprozessen mit Kindern besetzt:

Stuhl 1
besetzt

Stuhl 2
besetzt

Stuhl 3
besetzt

Kind B |~ Kind C |
Kind C [ KindB |

Stuhl 3 | Stuhl 1 |

Stuhl 1 | stuhl2 |
Stuhl 2

Stuhl 1

Die in Tabelle 1 (S. 33) dargestellten
Strategien lassen sich auch bei Grund-
schulkindern beobachten. Gerade
bei steigender Anzahl der gesuchten
Méglichkeiten gelingt es ihnen nicht
immer, ihre beabsichtigten Strategien
durchgéngig zu verfolgen. So ist an-
zuraten, das Lernarrangement metho-
disch so zu gestalten, dass das Umord-
nen, Hinzufligen oder Entfernen von
Méglichkeiten praktikabel ist.

Baumdiagramme als
heuristisches Hilfsmittel
Neben der systematischen Aufstel-
lung eignet sich ebenso das Baumdia-
gramm als heuristisches Hilfsmittel.
Erste Erfahrungen mit Baumdiagram-
men bereiten die Lernenden beson-
ders gut auf typische kombinatori-
sche Zéhlregeln (z.B. Produktregel)
vor, die im Verlauf der Schuljahre im
Rahmen von stochastischen Fragen
zunehmend an Bedeutung gewinnen.
Baumdiagramme sind als Dar-
stellungsmittel nur dann geeignet,
wenn die Gesamtzahl der Méglich-
keiten Giberschaubar und die Dar-
stellung aller Pfade des Diagramms
nicht zu aufwandig ist. Gerade in der
Grundschule kann es hilfreich sein,
das gefoderte Baumdiagramm zu-

Abb. 2a: Handlungsgestiitzter Zugang

Kind B

Kind C [— Kind A |

Kind A | Kind B |

KindB | | KindA |

nachst handelnd zu erzeugen (z.B.
mit Holzstdben oder Strohhalmen als
Pfade), bevor von den Lernenden die
zeichnerische Darstellung der Mog-
lichkeiten erwartet wird.

Mochte man die Aufgabe ,Sitz-
ordnung” mit Hilfe eines Baumdia-
gramms |Gsen, so ergeben sich auch
hier zwei grundlegend verschiedene
Denkweisen (Abb. 1).

Handeln, Zeichnen, Symbole
verwenden

Die Vielfalt der Losungswege bzw.
Darstellungsweisen wird dadurch,
dass die Lernenden die Gesamtheit
aller Méglichkeiten auf unterschied-
lichem Abstraktionsniveau darstel-
len, noch weiter erhoht.

Die gefundenen Méglichkeiten
kénnen handelnd und entsprechend
materiell abgebildet (Abb. 2a), zeich-
nerisch dokumentiert (Abb. 2b) oder,
gemal einer zunehmenden Abstrak-
tion, symbolisch (z.B. nur mit Buch-
staben oder Ziffern als Reprasentation
fur die einzelnen Elemente) generiert
werden (Abb. 2c).

Durch die Variation der Darstel-
lungsebene ergeben sich in hetero-
genen Lerngruppen hervorragen-
de Differenzierungsméglichkeiten.

Abb. 2b: Zeichnerischer Lésungsweg

Gerade die parallel durchgefiihrten
Bearbeitungen einer kombinatori-
schen Aufgabenstellung auf verschie-
denen Darstellungsebenen (enak-
tiv-ikonisch-symbolisch) kdnnen in
der Sicherungsphase gut aufeinan-
der bezogen werden und bieten so
spannende Gespréache lber individu-
elle Darstellungsméglichkeiten und
ihre Vor- und Nachteile.

Ich mache das so!
Und wie machst du es?

Das Aufbauen erster Grundvorstel-
lungen im Bereich der Kombinatorik
wird in der Grundschule in der Regel
an ausgewahlte Alltagssituationen
gekniipft. Sie sind leicht zu veran-
schaulichen und ggf. auch in spiele-
rische Handlungen umzusetzen.
Entscheidend ist dabei, dass im
Verlauf des Lernprozesses die anfangs
nur materiell und handlungsgesttitz-
ten Vorgehensweisen zunehmend
auch mental im Sinne von Referenz-
modellen genutzt werden kénnen.
Dies geschieht jedoch nur, wenn
die Lehrkraft ausreichend Raum ge-
wabhrt, iber Handlungserfahrungen
zu kommunizieren und zu reflektie-
ren. Eine fiir alle Lernenden spannen-
de Reflexionsphase gelingt vor allem
dann, wenn sie methodisch geschickt
initilert wird und sinnvolle Gesprachs-
schwerpunkte fokussiert werden.

Literatur
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bar br rb

br rab rb

Abb. 2c: Nutzung von Symbolen als
Reprasentanten
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THEMA. Grundsatzliches

Permutation ohne Wiederholung (alle Elemente einer Grundmenge werden angeordnet, die Reihenfolge wird beachtet)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
Die Personen 1, 2 und 3 setzen sich auf drei Stihle. 123-132-213-231-312-321
Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es?

Permutation mit Wiederholung (alle Elemente einer Grundmenge werden angeordnet, die Reihenfolge wird beachtet)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
Emily malt die drei Felder der Raupe an. 1M1-112-113  121-122-123  131-132-133
Sie hat drei Farben, die sie auch mehrfach verwenden darf: 211-212-213  221-222-223  231-232-233

rot (Farbe 1), blau (Farbe 2), griin (Farbe 3). 311 -312-313 321-322-323 331-332-333

Variation ohne Wiederholung (nur eine Teilmenge wird ausgewshlt, die Reihenfolge wird beachtet)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
Eine Flagge soll mit zwei verschiedenen Farben angemalt + 1213 14 15 16
werden. Es stehen 6 Farben (Farbe 1-6) zur Verfligung. 21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Variation mit Wiederholung (nur eine Teilmenge wird ausgewahlt, die Reihenfolge wird beachtet)

Beispielaufgabe:

Die beiden Segel eines Schiffes sollen
gefarbt werden.

Es stehen 6 Farben zur Verfligung,
die auch mehrfach verwendet
werden durfen.

Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
111213 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Kombination ohne Wiederholung (nur eine Teilmenge wird ausgewahlt, die Reihenfolge wird nicht beachtet)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
Welche und wie viele Steine hat ein Dominospiel, + 1213 14 15 16
bei dem die Punktebilder von 1 bis 6 auftreten, 2+ 22 23 24 25 26
aber keine Punktebilder auf einem Stein doppelt auftreten? 31 32 33 34 35 36

4t 42 43 44 45 46
5t 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Kombination mit Wiederholung (nur eine Teilmenge wird ausgewahlt, die Reihenfolge wird nicht beachtet)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller Méglichkeiten:
Welche und wie viele Steine hat ein Dominospiel, 111213 14 15 16
bei dem die Punktebilder von 1 bis 6 auftreten? 2+ 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36
4t 42 43 44 45 46
5t 52 53 54 55 56
61 61 63 64 65 66

Bilden von Kreuzprodukten (Sonderfall) (Auswahl aus mehreren Grundmengen)

Beispielaufgabe: Geordnete Aufstellung aller
Tabea mochte aus Geoplattchen ein Haus legen. Méglichkeiten:

Sie hat Dreiecke (rot, blau) und Rechtecke (grtin, gelb, rot). 1. Menge (Rechtecke)
Finde alle Mdglichkeiten, ein Haus zu gestalten. 2. Menge (Dreiecke)
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Tabelle 2: Kombinatorische Grundsituationen
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