Das Achteck hat Spiegelachsen
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Am besten besorgen Sie sich zundchst einmal einen kleinen Ta-
schenspiegel, bevor Sie die folgende Aufgabe bearbeiten: Stel-
len Sie den Spiegel so auf eines der oben abgebildeten Vielecke,
dass genau dieses Vieleck jenseits und im Spiegel zu sehen ist,
mit anderen Worten: Stellen Sie den Spiegel auf eine Symme-
trieachse (Spiegelachse) des Vielecks. Wie finden Sie alle ver-
schiedenen Maglichkeiten, das zu tun, und wie viele Moglichkei-
ten gibt es jeweils?

Zur Begriffsklarung: Ein regelmasiges Vieleck ist eine ebene geo-
metrische Figur, bei der alle Seiten gleich lang und alle Innen-
winkel gleich groB sind. Das bekannteste regelmaBige Vieleck
ist wohl das regelmaBige Viereck, das Quadrat. - Sicherlich ha-
ben Sie herausgefunden, dass jedes regeiméBige Vieleck so vie-
le Symmetrieachsen wie Ecken hat. Das regelmaBige Dreieck hat
genau 3 Symmetrieachsen. Wohlgemerkt: Diese Aussage gilt far
regelmafige Dreiecke, nicht fur irgendwelche Dreiecke.

Diese Erkenntnis formuliert Ugur, Auch wenn die Zelchnung nicht
sehr sauber angeferligt worden ist, kann man beim Achteck schon
erkennen, dass die Symmetrieachsen entweder von Ecke zu Ecke
oder von Seitenmitte zu Seitenmilte verlaufen. Streng genommen
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gehen sie dariiber hinaus, aber das soll uns hier nicht weiter be-
schaftigen. Die Lehrperson hatte auch gefragt, wie viele Symmet:
rieachsen dann wohl ein Kreis hat. Ugur notiert zunachst 12 Spie-
gelachsen, vielleicht weil er an eine Uhr denkt, dann korrigiert er
seine Entdeckung zu 10.000.000.000.000 Spiegelachsen - eben
einer sehr, sehr groBen Anzahl. Pia beschreibt ihre Entdeckun-
gen noch differenzierter, indem sie danach unterscheidet, ob en
Vieleck ungerade oder gerade viele Ecken hat. Zudem notiert sie
expliziter, dass der Kreis Uberall, und damit meint sie vermutlich:
unendlich viele Spiegelachsen hat.

Herausgefunden haben das die beiden Viertklassler Ugur und
Pia vermutlich so wie Sie, wenn Sie die Antwort nicht schon zi-
vor wussten: Sie haben den Spiegel auf der Figur platziert, 9¢
prift, ob so die Ausgangsfigur wieder zu sehen ist, und dann den
Spiegel so lange verschoben oder gedreht, bis €s wiédef pasz:
te. Sie haben nicht nur gehandett, sondern auch tiber ihre Han
lungen nachgedacht.
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zugange zur Behandlung der Achsen-
symmelrie in der Grundschule

In der Grundschule erfolgt die Begegnung mit
dem Thema Symmetrie in der Regel in Bezug
auf die Achsensymmetrie in der Ebene. Dabe;j
wird ein grundlegender und ganz zentraler As-
pekt von Symmetrie angesprochen. Es handelt
sich um ein Thema, das im Verlauf der Schul-
zeit um diverse Aspekte erweitert wird. In An-
lehnung an Franke/Reinhold (2016, S. 270ff.)
sollen im Folgenden in der gebotenen Kiirze
sechs unterschiedliche Aktivitdten fiir den Ma-
thematikunterricht in der Grundschule darge-

stellt werden.

Legen
Beispielsweise be-
kommen die Schii-
lerinnen und Schii-
ler die Aufgabe, mit
Material eine Figur

spiegelbildlich zu ergédnzen, also auf der einen

Seite ,dasselbe spiegelverkehrt” anzuordnen.

Zur Uberprﬁfung kann man zum Beispiel klei-

ne Taschenspiegel verwenden.

Falten

e

)

|

|

Das Falten von Pa-
pier stellt einen ande-
ren Zugangsweg dar,
bei dem einerseits an
hoffentlich vorhande-
ne Vorerfahrungen
der Lernenden ange-
knipft werden kann und bei dem andererseits
Weilerfiihrende Erfahrungen gesammelt wer-
den kénnen: Man kann ein regelméBiges Drei-
eck so falten, dass Seiten aufeinanderliegen, al-
S0 gleich lang sind,

Falten und Schneiden

Eine Ausweitung stel-
len die sogenannten
Faltschnitte dar, bei
denen die Lernenden

zundchst falten und

dann entweder an der
Faltkante oder an einer anderen ,offenen” Kan-
te eine Teilfigur ausschneiden. AnschlieBend
wird das Papier wieder entfaltet, und eine sym-
metrische Figur kann untersucht werden. Die
Richtung kann auch umgekehrt werden, nach-
dem die Lernenden erste Erfahrungen gesam-
melt haben: Wie muss man schneiden, damit
ein Quadrat entsteht? Man kann das Blatt auch
(auf unterschiedliche Weise) zweimal falten und
dann ausschneiden.

Klecksen
Bei diesem Zugang
rr wird ein Blatt Papier
i gefaltet und wieder
i entfaltet, bevor die
L Kinder auf einer der

beiden Halften zum
Beispiel mit krafti-
gen Wasserfarben oder Tusche eine Figur ma-
len. Dann wird das Blatt sehr zeithah zusam-
mengefaltet und wieder entfaltet. Je nachdem,
wo die Figur gemalt wurde, entsteht eine zu-
sammenhdngende symmetrische Figur oder
zwei zueinander symmeltrische Figuren,

Spiegeln mit Spiegeln

Durch das Spiegeln mit ei-
nem Spiegel kann sowohl
das Spiegelbild einer Fi-
gur erzeugt werden als
auch eine symmetrische
Figur. AuBerdem kénnen
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mithilfe eines Spiegels leichter als mit den bis-
lang genannten Herangehensweisen systema-
tische Veranderungen vorgenommen werden,
also Spiegel vergleichsweise leicht an verschie-
denen Stellen (innerhalb und auBerhalb einer
Figur, nah oder fern) und in verschiedenen Aus-
richtungen (nicht nur vertikal und horizontal)
aufgesetzt werden. Zudem erméglicht der Ein-
satz zweier Spiegel das Sammeln neuer Erfah-
rungen, da Spiegelbilder gespiegelt werden.

Merkmale von Symmetrie

| Lage der Symmetrieachse

' Liegt die Symmetrieachse in- ’
" nerhalb einer Figur oder zwi- Q?
' schen zwei Figuren? . !

!
|

! Ausrichtung der Symmetrie- '

| achse
| Verlauft die Symmetrieach- | IR

' se vertikal oder horizontal bzw. !
| diagonal?

‘ Orientierung der Symmetrie-
| achse

- Sind auf einer (und wenn ja:
i auf der rechten oder der lin- O O Q0O
ken) oder auf beiden Seiten der i -’

, Symmetrieachse Erganzungen
: vorzunehmen?

" Anzahl der Symmetrieachsen
Verfligt die Figur Gber eine oder
*." mehrere Symmetrieachsen?

Zeichnen

Hier werden g
metrische Fi}g:
'eN -~ haufig au;
K§r0papier = durch
zgllchnerisches Er.
gdnzen
Durch das genaue Zeichnen kénnen

gende Erfahrungen gesammelt werde?rzu o
dass Bild und Original gleich weit von de'r Setwa
metrieachse entfernt sind oder entsprecheYIcIil.
Strecken gleich lang und entsprechende V;’] :
kel gleich groB sind. :

erzeugt,

pie unterschiedlichen Zugangsweisen habep
ihre Vor- und Nachteile. Das Klecksen ist fi
viele Kinder sicherlich eine freudvolle Tétig-
keit, aber sie mussen sehr genau arbeiten, da-
mit wirklich ein (anndahernd) symmetrisches Bild
entsteht. Das Spiegeln ermdglicht aufgrund der
einfachen Handhabbarkeit mit sofortiger Kont-
rollmoglichkeit vergleichsweise leicht viele wei-
terfihrende Einsichten. Die Ergebnisse dieses
Tuns sind aber recht schwierig zu dokumentie-
ren. Und so weiter. Insofern schlagen Franke/
Reinhold (2016, S. 281) vor, diese unterschied-
lichen Zugange dosiert zunéchst zu einer eher
phénomenologisch orientierten Einfithrung zu
verwenden, an die sich in der zweiten Halfte der
Grundschulzeit erste begriffliche Vertiefungen
anschlieBen sollten.

In Anlehnung an Ruwisch (2013) identifizie-
ren Franke/Reinold (2016, S. 269f.) zudem ver
schiedene Merkmale, welche dazu beitragfin
konnen, die Aufgabenschwierigkeit zu beein-
flussen. Das Wissen tiber dieses sollte nicht zu
oiner strikten Stufung der Aufgaben im Unter
richt fiihren, wohl aber sollte s die Leh.l'Pefzﬁz
fiir mégliche Lernhiirden und un.téf_scmeah
Aufgabenschwierigkeiten sensibilisieren-



Kongruenzabbildungen und
symmetrieabbildungen

Eine Kongruenzabbildung bildet jede Figur auf
eine Figur mit gleicher Form und GréBe ab. Das
inke F und das rechte F haben exakt dieselbe
Form und dieselbe Grofe, sie sind deckungs-
gleich (kongruent). Ein Spezialfall ist die soge-
pannte identische Abbildung, die jeden Punkt
einer Figur auf sich selbst abbildet. Daneben
gibt es vier Kongruenzabbildungen.

Ein Spezialfall von Kongruenzabbﬂdungen
sind die sogenannten Deckabbildungen (Sym-
metrieabbildungen), bei denen eine Figur auf
sich selbst abgebildet wird. Stellt man beispiels-
weise einen Spiegel senkrecht auf eine Mittel-
senkrechte des Quadrats, so wird dieses Quad-
rat auf sich selbst abgebildet, A auf A'. Im Auge
des Betrachters entsteht keine neue Figur. Da
Deckabbildungen ein Spezialfall von Kongru-
enzabbildungen sind, kénnen die vier Typen
von Kongruenzabbildungen auch Deckabbil-
dungen sein, wenn eine Figur auf sich selbst

Kongruenzabbildungen

abgebildet wird. Auch hier lassen wir die iden-
tische Abbildung auBer Betracht.

Um zu entscheiden, ob eine Abbildung eine
Kongruenz- oder ,sogar” eine Deckabbildung
ist, muss man wissen, was die Ausgangsfigur ist.
Hatten wir als Ausgangsfigur ein Rechteck ge-
nommen, dessen eine Seitenldnge der des Qua-
drats entspricht und dessen andere Seite halb so
lang wére, und wiirde man an der ldngeren Sei-
te spiegeln, entstiinde eine neue Figur; es ware
also keine Deckabbildung.

Ein Aspekt ist nun noch zu klaren: War-
um kann man bei der Verschiebung von einer
Deckabbildung sprechen?

Das hat damit zu tun, dass man sich die soge-
nannten Bandornamente als unendlich vorstellt.
Insofern wird nicht ein einzelnes Dreieck ver-
schoben, sondern das ganze Ornament. So ent-
steht keine neue Figur. Natiirlich gibt es nicht
nur eine Symmetrie in der Ebene, sondern auch
eine Symmetrie im Raum, auf die wir aus Platz-
grinden an dieser Stelle aber nicht weiter ein-
gehen.

Spiegelung an einer Gera-
deng

Drehung um einen Punkt Z,
hier um 180 Grad

Versch@)bung um einen
Vektor AB

Schubspiegelun_g': Verschie-
bung um Vektor AB parallel
zu g und Spiegelung an g

| F :|
L : )
Deckabbildungen

Splegelung an einer Gera-
teng

Drehung um einen Punkt Z,
hier um 180 Grad

A

Verschiebung um einen
Vektor Vektor AB

LAAAAAAAA

Schubspiegelung): Verschie-
bung um Vektor AB parallel
zu g und Spiegelung an g
AB
AAAAAAA
AAAAAAA
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Symmetre

Wie symmetrisch zeichnen Kinder?

Viele spontane Kinderzeichnungen weisen Ele-
mente der Symmetrie auf, nicht nur bei geome-
trischen Mustern, beispielsweise bel Blumen,
Bdumen, Hausern, Tieren oder Fahrzeugen,
sondern hdufig auch bei Zeichnungen, die den
menschlichen Kérper oder auch Teile davon zei-
gen.
Dabei konnen im Wesentlichen vier Formen
unterschieden werden (vgl. dazu den Beitrag
von Ha 1989), von denen die Spiegelsymmetrie
die am hdaufigsten vorkommende ist.

Dass die Zeichnungen der Kinder bei stren-
ger Beurteilung gewisse Ungenauigkeiten auf-
weisen, ist sowohl ihren altersgeméBen zeich-

nerischen Féhigkeiten als aych der T,
zuzuschreiben, dass die WahrnehmlmatsaChe
nicht hinreichend differenziert erfolgt gln'OCh
wohl stellen die Kinder in ihren Zeicﬁnuﬁlch'
aus ihrer Sicht spontan Symmetrien hey Vgen
um? Ha (1989) erkldrt das mit einem int.e -
Bestreben, eine schéne, regelmaBige Ge'::en
wahrnehmen zu wollen. Das habe zyur Fol -
dass die Wahrnehmung stets auch vereinfachie'
miisse. Dieses Vereinfachungsprinzip fuhre dalj
zu, dass Kinder beispielsweise Kopfe Spontan
als Kreise malen, weil sie Kreise fiir alles ma-
len wiirden, was tendenziell rund sei - njcp;
well sie sich denken wiirden, dass ein Kopf ei-'
ne Kugel sei und man Kugeln durch Kreise re-

prasentiere.

f Spiegelsymmetrie: Bei Bildern dieses Typs kann die

| Zeichnung entlang einer vorgestellten Spiegelachse in
zwei Teile zerlegt werden, die dieselbe GroBe aufweisen
und dieselben Formen enthalten. Haufig kann man diese
Achse in der Vertikalen lokalisieren, bisweilen auch in der

Horizontalen.

Pseudo-Spiegelsymmetrie: Im ersten Moment sieht auch
diese Zeichnung symmetrisch aus, aber wenn man ge-
nauer hinschaut, stellt man fest, dass weder der linke Teil
zum rechten noch der obere zum unteren passt. So hat die
Tischdecke rechts zwei Ecken, links aber nur eine, man |
vergleiche auch die Platzierung der Teller.

Drehsymmetrie: Diese Zeichnung stellt eine Decke dar, in
deren Mitte eine Sonne gezeichnet wurde. Das Bild kann
jeweils um 90 Grad gedreht werden und sieht ,gleich* aus,

auch weil die vier Seiten gleich lang sind.

Verschiebesymmetrie: Die Baren in dieser Zeichnung
sind in regelmaBigen Abstanden nebeneinander gezeich-
net worden. Sie weisen — im GroBen und Ganzen - diesel- |
be Form und GréBe auf. (alle Abbildungen nach Ha 1989)




welcher Faltschnitt passt?

pereits in der Vorschulzeit haben viele Schiile-
fnnen und Schii‘ler‘Erfal.nrungen zur Symmet-
e gesammelt. die sich r11c1_1t npr a.uf Phidnome-
ne aus der Umwelt (zum Beispiel die Symmetrie
am eigenen Korper), sondern auch auf das Her-
stellen symmetrischer Figuren durch Schneiden,
Falten oder Legen beziehen. An diese Erfah-
rungen sollte der Unterricht ankntpfen, um sie
nachfolgend zu systematisieren und zu erwei-
tern. Im Weiteren beschreiben wir in diesem
Sinne eine Lernumgebung zum Thema ,Falt-
sdmitte”.

Unter einem Faltschnitt verstehen wir eine
Figur, die durch das Falten eines Blattes Papier
und das anschlieBende Ausschneiden einer Teil-
figur entsteht, wobei dies an der Faltkante des
Blattes erfolgen muss. Die aufgeklappte Figur
ist dann achsensymmetrisch, und ihre Symme-
trieachse entspricht der Faltkante. Die Schiiler
kennen Faltschnitte oftmals schon aus dem Kin-
dergarten. Allerdings ist es auch Lernenden oh-
ne Vorerfahrungen in der Regel schnell moglich,
die Vorgehensweise beim Erzeugen der Falt-
schnitte kennenzulernen und die Auswirkung
des Aufklappens der ausgeschnittenen Teilfi-
gur zu erproben.

Méglich werden so Bearbeitungen auf unter-
schiedlichen Niveaus im Sinne der natiirlichen
Differenzierung, sodass die Lernumgebung den
verschiedenen Vorerfahrungen der Schiilerin-
len und Schiiler gerecht werden kann. Durch
das Erzeugen von und das Nachdenken iiber
Falischnitte lassen sich zudem die Eigenschaf-
len achsensymmetrischer Figuren erforschen
und beschreiben. Auch hier sind im Sinne der
Natiirlichen Differenzierung Entdeckungen auf
Unterschiedlichen Niveaus méglich. Beim Ver-
Yleich der selbst hergestellten Faltschnitte sind

die Tatsachen, dass jede Figur eine Faltkante
besitzt und aus zwei Halften bzw. Teilfiguren
besteht, fur alle leicht ersichtlich.

Des Weiteren kann die Abstandstreue gegen-
Uberliegender Kanten zur Symmetrieachse, die
Ldngentreue gegeniiberliegender Kanten so-
wie die Flachentreue der beiden Teilfiguren er-
kannt werden. Uber die Herstellungsweise der
Faltschnitte konnen diese Eigenschaften an-
schaulich begriindet werden, denn die beiden
Teilfiguren liegen beim Ausschneiden direkt
ubereinander.

Auch die Entdeckung, dass die beiden Teil-
figuren spiegelverkehrt sind, wére aufgrund von
Vorerfahrungen der Kinder zum Spiegeln denk-
bar. Die gefundenen Besonderheiten von Falt-
schnitten sowie die konkreten Handlungen mit
ihnen bilden den Grundstein fiir das mentale
Operieren mit Faltschnitten.

Darum geht es

Im Weiteren beschreiben wir eine entsprechen-
de Unterrichtseinheit, die in Jahrgangsstufe 1
von Stange/Tiefenthal (2017) durchgefiihrt wur-
de (vgl. auch Haring 2014). Die Unterrichtsreihe
zum Thema , Wir werden Symmetrie-Experten”
hatte zum Ziel, dass die Schilerinnen und Schii-
ler weitere Erfahrungen zur Achsensymmetrie
sammeln und dadurch ihre Kenntnisse liber
achsensymmetrische Figuren erweitern sollten,
indem sie zundchst individuell, dann zielgerich-
tet Faltschnitte erstellen und diese anschlieBend
mental zu Zielbildern zuordnen sollten. Die Rei-
he war wie folgt aufgebaut:
= Was konnen wir schon?
= Wie stellt man einen Faltschnitt her?
=« Wie stellt man einen Faltschnitt zu bestimm-
ten Zielbildern her?
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= Welcher Faltschnitt passt? — Woran erkennst
du das?
= Das haben wir gelernt.

In der Auseinandersetzung mit den unterschied-

lichen Handlungskontexten konnen vielfdltige

Kompetenzerwartungen erreicht werden. Im in-

haltsbezogenen Bereich ,Raum und Form" kon-

nen die Lernenden

* achsensymmetrische Figuren und Bilder er-
zeugen (Symmetrie),

* ebene Figuren auf Achsensymmetrie priifen,
indem sie Faltschnitte und Zielbilder einan-
der zuordnen (Symmetrie) und dabei

= die Beziehung von Teil- und Gesamtfigur er-
kennen und sie sich diese in der durch die
Spiegelung veranderten Lage vorstellen (vgl.
Merschmeyer-Briiwer 2007, S. 159f.) (Raum-
vorstellung).

Auch die prozessbezogenen Kompetenzen wer-

den gefordert und geférdert, da die Lernenden

*= zunehmend systematisch und zielorientiert
Faltschnitte herstellen und ihre Einsicht in
Zusammenhange zur Problemlésung nutzen
(Problemlosen);

= ihre Ergebnisse in Form der Faltschnitte auf
Angemessenheit reflektieren und ihre Her-
stellung und Zuordnung tiberprifen (Prob-
lemlésen);

Zu spat dran
Frank kommit oft zu spat zur Arbeit. Sein
Chef fragt ihn, warum er schon wieder zu spét

komme. ,Ich bin aufgestanden, habe in den Spiegel

geschaul, gesehen, dass ich mide bin, und musste mich
wieder hinlegen.” Daraufthin der Chef: ,Hang den Spiegel ab,

aann kommst du auch punktlich zur Arbeit!" Am nachsten
Tag kommt Frank erst am Nachmittag. Der Chef schnauzt

thn an und fragt, was passiert sei. ,Ich bin aufgestan-

den. habe in den Spiegel geschaut, und gesehen,
dass ich schon weg war."
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* Vermutungen tiber die achsensymmetrischen
Eigenschaften von Faltschnitten anstellen (Ar-
gumentieren);

= geeignete Begriffe und Formen der Beschrei-
bung verwenden (Darstellen);

= ihre Vermutungen und Ergebnisse visuell un-
ter der Nutzung von sogenannten Forscher-
mitteln darstellen (Darstellen).

So sind wir vorgegangen

Die Voraussetzungen
In der Reihe konnten die Lernenden zunachst
einen handelnden Zugang zu Faltschnitten er-
halten. Die praktischen Erfahrungen der Lern-
gruppe sollten dabei im Vordergrund stehen.

Daher wurden die Lernenden zu Beginn der
Reihe dazu angeregt, Faltschnitte frei zu er-
stellen, wobei deutlich wurde, dass die Kinder
wenig bis keine Erfahrungen mit der Symmet-
rieachse, in diesem Fall der Faltkante, hatten.
Mithilfe von miindlichen Impulsen und visuellen
Anregungen konnten im weiteren Verlauf die
Besonderheiten der Faltschnitte entdeckt und
beschrieben werden.

Um eine Erweiterung des mathematischen
Wortschatzes zu erreichen und eine inhaltlic.he
Transparenz zu erzeugen, wurde mit den Kin-

M
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dern an dieser Stelle ebenfalls besprochen, dass
die Faltfiguren eine Symmetrieachse aufweisen
und somit symmetrisch sind. Tn der darauffol-
genden Einheit wurden die praktischen Erfah-
rungen erneut erweitert und zunehmend Sys-
tematisiert, indem die Lerngruppe Faltschnitte
zielgerichtet erstellen sollte,

Die hier dargestellte Unterrichtsstunde
kniipft an die zuvor handelnd erworbenen
Kenntnisse an und vertieft sie, indem der Fo-
kus auf kopfgeometrische Strategien gelegt
wird. Dabel geht es um das mentale Zuordnen
von Faltschnitten zu Zielbildern. Dieser Inhalt
bietet sich an, um die kopfgeometrischen Kennt-
nisse der Schillerinnen und Schiiler zu férdern,
Konkret bedeutet dies, dass die Lernenden den
Zusammenhang von Teil- und Gesamtfigur zu-
nachst praktisch erfahren sollten, um ihn in der
hier beschriebenen Stunde auch in Gedanken
nachvollziehen zu kénnen.

Aufgrund der Nutzung verschiedener Ar-
beitsblatter, die aus unter-
schiedlichen Faltschnitt-
Sets mit unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad aufge-
baut sind, wurde es jeder/
jedem Lernenden gemadB
ihres/seines individuellen
Lernstandes  ermdglicht,
den passenden Faltschnitt
fiir das jeweilige Zielbild
zu finden.

Weiterhin bestand die
Madoglichkeit, dass Kinder
eine Klarsichtfolie mit Ziel-
bild sowie einem passen-
den und einem nicht pas-
senden Faltschnitt zuhilfe
nehmen konnten (siehe
Abbildung), wenn sie trotz
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Was
macht eine Person, die eine

Kerze in ein Spiegelbuch gestellt hat?

Sie feiert den vierten Advent.
Zusatzfrage: Wie hat sie das
Spiegelbuch gestellt, als sie
den ersten, den zweiten
und den dritten Advent
gefeiert hat?

intensiven Nachdenkens nicht weiter voranka-
men. Bei Faltschnitt 3 passen lbrigens beide
Vorlagen nicht.

Problemstellung
Zu Beginn der Stunde besprach die Lehrperson
gemeinsam mit den Kindern im Theaterkreis
die Schwerpunkte der vorangehenden Stun-
den und formulierte sodann die Leitmotivation
dieser Stunde: , Wir wollen heute herausfinden,
welche Faltschnitte zu den Zielbildern passen.
Dafiir benutzen wir keine Schere, sondern nur
unseren Kopf!”

Anschliefend zeigte
sie das sogenannte Re-
flexionsplakat, welches
eine vergroBerte Versi-
on des Reflexionsarbeits-
blatts darstellte. Die Ler-
nenden &uBerten erste
Vermutungen daruber,
welcher Faltschnitt pas-
sen und woran das lie-
gen konnte. Die Lehr-
person sammelte diese
Vermutungen auf Pa-
pierstreifen und heftete
sie an die Tafel.

Die Lehrperson for-
mulierte nun den Ar-
beitsauftrag: ,Welcher
Faltschnitt passt zum

Welcher Fallschrull
passt zum Zielbald?

Schau genau fun!
X Kreuze an

Woran konnen wir die
richtigen Faltschrutte

erkennen?

Wi woller Troky

fden, we m-

richligem Falg, 1, 4
mtdiken 1oy,

e
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Zielbild? Schau genau hin. Kreuze an.”
ber hinaus formulierte sie auch einen Auft
Vorbereitung auf die Reflexionsphase, dep S0-
genannten Reflexionsauftrag: , Woran erkenngt
du den richtigen Faltschnitt?"

Darij-
ragin

Problemlosung

In der Arbeitsphase versuchten die Lernenden,
die zu den Zielfiguren passenden Faltschnitte zu
finden und sie entsprechend auf dem Arbeits-
blatt anzukreuzen. Die Lehrperson gab wih-
renddessen individuell angepasste Hilfestel-
lungen:

= Schau dir die Form des Zielbildes genauer an.

[ v (Form = Teilfigur)
] ) Warum vertausciit der = Ist die Form genauso lang/gro wie auf dem
{ Spiegel rechts und links, aber nicht Zielbild?

= Ist es die gleiche Form?

= Befindet sie sich an der gleichen Stelle?

= Zeigt sie in dieselbe Richtung?

Die Schiilerinnen und Schiiler trafen sich so-
dann an der sogenannten Haltestelle zum Ma-

oben und unten?

Auch diese Antwort mag uberraschen.
Der Spiegel vertauscht gar nicht links und
rechs. Wenn man vor dem Spiegel steht
und cie rechte Hand bewegt, dann wird
auch g Hana in der rechten Halfte des Spie-
= pewegt Das gleiche trifft auch far die lin-
s nd 2L ebenso fur den Kopf und die Fu-
Be insotern venauscht der Spiegel erst einmal .
meris Dass wir denken, dass es so ist, hat da- R
o zu tun dass wir uns in unser Spiegel-Ge-
@ uler henenversetizen Dadurch wird die rechte zu einer Imagi-
res1 67 hkisr; Mand, auch wenn man sie rechts im Spiegel sieht.
Last v denken rechts und links wurden vertauscht, hat da-
170 zu tun dass unsere Drehachse in der verlikalen ist (relati-
ver, Be s sy Lystem), walhirend oben und unten ein absolu- £) Schraibl aure 7
L, B cuyioystem st das durch die Schwerkraft vor- 4) g:n::;‘ orms oen auf!

ge-geten wird Lnd doch vertauschi der Spiegel @

(¢ 2

Mathetreff - Regeln

Gl
g s
@

e\'D Zeigt und erklart eure
ldeen und Ergebrusse!

(2) Klart Fragen! (&

{\;D Vergleicht eure Ideen
und Ergebnisse!

eiwies narmhbch vorne und hinten. Das was
un Nalier 181, erschent im Spiegel
wenter entiermt.




me_Treff' wenn sie ihr individuglles Arbeitsblatt
beendet hatten, um' das gemeinsame Arbeits-
platt mit der Reflexionsfrage - in der Sprache
der Kinder den ,Forscherauftrag” - ,Woran er-

gennst du den richtigen Faltschnitt?" zu bear-

peiten.

Reflexion .
7ur Reflexion bat die Lehrperson die Kinder

dann wieder nach vorn in den Theaterkreis und
erinnerte an den Forscherauftrag. Die Vermu-
tungen aus der Einfithrungsphase wurden er-
neut betrachtet, bestatigt oder revidiert, und so
wurde das Problem aus der Einfiihrungsphase
gelost. Der Wortspeicher wurde erweitert, und
die Lehrperson gab einen Ausblick auf die kom-

mende Slunde, in der man dariiber sprechen
werde, ,wie" bzw. ,woran" man Faltschnitte er-
kennen kann.

So kann es weitergehen

Als Letztes erfolgte in der abschlieBenden Stun-
de eine Lernriickschau und Evaluation der Un-
terrichtsreihe zur Bewusstmachung von Lern-
erfolgen. Hierbei sollte eine abschlieBende
Standortbestimmung das Wissen der Unter-
richtsreihe sichern und verdeutlichen, inwiefern
die Schilerinnen und Schuler ihr Verstdndnis
von Achsensymmetrie bei Faltschnitten erwei-
terten.

’Q‘ Wie gro muss ein Spiegel sein, in dem man
sich vollstandig sehen kann?

Es hat nichts mit dem Abstand vom

Spiegel zu tun. Die Uberraschende Ant-

wort lautet: Der Spiegel muss halb so groB

sein. Verdeutlichen kann man sich diese Ant-
wort mithilfe der Zeichnung: Wir zeichnen je-

weils einen Strahlengang vom Auge der Person

(inks) zur Kopf- bzw. zur FuBspitze des Spiegel-
bildes. Einfallswinkel ist gleich Austfallswinkel,

man kann den Strahlengang hinter dem Spiegel
gerade fortsetzen. Nun muss man sich noch

tr das Dreieck, das aus den Augen der Per-

son sowie der Kopf- und der FuBspitze des Spiegelbildes besteht, an die Strahlensatze erinnern.
Der Abstand Person — Spiegel ist halb so groB wie der Abstand Person  Spiegelbild, also
muss der Spiegel mindestens halb so groB sein wie die Person.
Diese Antwort gilt fir Planspiegel. Gekrummte Spiegel sind da ,leistungsfa-
higer”, denken Sie an den Auflenspiegel am Auto.
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Das Nachdenken anregen

Was auf den Seiten dieses Kapitels am Beispiel
der Symmetrie gezeigt wurde, ldsst sich auch
auf viele andere Bereiche der Mathematik uber-
tragen: Wie entsteht Wissen im Kopf, wie 16st
man Aufgabenanforderungen, wie lernen Men-
schen? Folgt man Jean Piagets wegweisender
Theorie, so wird Lernen als aktiver Konstruk-
tionsprozess verstanden, der sich bereits exis-
tierender Zusammenhange, des vorhandenen
kognitiven Netzwerkes bedient, um neue An-
forderungen bewaltigen zu kénnen.

Wenn ein Kind also beispielsweise die Auf-
gabe 6 + 7 dadurch 10st, dass es zunéchst 6 + 6
und anschlieBend 12 + 1 rechnet, ereignet sich
Lernen dann, wenn es nach und nach versteht,
warum es nicht nur diese Aufgabe, sondern
auch viele weitere baugleiche Aufgaben so 16-
sen kann (verdoppeln; + 1). Es wendet also Wis-
sen in neuen Situationen an und erweitert es da-
durch, dass es erkennt, warum es nicht nur in
einzelnen, isolierten Fallen gilt, sondern fur eine
ganze Klasse von gleichartigen Aufgaben: Der
Rechenweg klappt nicht nur bei 6 + 7, sondern
auch bei 7 + 8, bei 10 + 11 usw. Piaget spricht
hier von Assimilation.

Lermnen findet andererseits dann statt, wenn
existierende Zusammenhdnge, kognitive Netz-
werke, nicht nur Gibertragen, sondern auch mo-
difiziert werden. Denn lautet die Aufgaben-
anforderung beispielsweise 6 + 8, muss ein
Umlernen stattfinden, da die Vorgehenswei-
se ,verdoppeln; + 1" hier nicht greift, sondern
in ,verdoppeln; + 2" modifiziert werden muss.
Das gleiche trifft beispielsweise auch zu, wenn
der zweite Summand um 1 oder 2 kleiner wa-
re, Hier wird das Wissen also dadurch erwei-
tert, dass das Kind erkennt, warum die fiir eine
Klasse von gleichartigen Aufgabenanforderun-

$82esusess sesasssst sag

6+7

gen gultige Vorgghensweise geeignet verdndert
werden muss: Bei 6 + 8 rechnet man nicht gan;
genauso wie bei 6 + 7, aber so dhnlich. Piaget
sprif:h.t hier von Akkomodation. Dass man 6 + g
natiirlich auch dadurch losen kann, dass man
den ersten Summanden um 1 vergréBert und im
Gegenzug den zweiten um 1 verkleinert, ist fir
uns offensichtlich, bedarf aber bei den Schiile-
rinnen und Schulern weiterer aktiver Konstruk-
tionsprozesse.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang die Er-
kenntnis, dass Lernen sich nicht automatisch er-
eignet. Unterricht kann Lernerfolge nicht garan-
tieren, aber Unterricht kann das Eintreten von
Lernerfolgen wahrscheinlicher machen. Hierzu
bedarf es der aktiven Einordnung in das kogni-
tive Netzwerk durch die Lernenden. Diese er-
eignet sich hdufig nicht spontan, sondern muss
dann durch die Lehrperson angeregt und un-
terstitzt werden.

Das hért sich vielleicht anspruchsvoll an.
Gemeint ist damit, dass die Schiilerinnen und
Schiiler nicht nur Aufgaben bearbeiten, sondern
auch dazu angeregt werden, dariiber nachzu-
denken. Die Aufgabe 6 + 7 kann man ganz un-
terschiedlich 16sen, wie die Rechenpléttchen-
Abbildung zeigt. Der Abbildung kann man
entnehmen, warum man 6 + 7 losen kann, in-
dem man zunéchst die (in der Regel auswendig
verfiigbaren) Verdopplungsaufgaben heranzieht
und dann die noch fehlende 1 addiert.

Wie sehen die entsprechenden Darstellun-
genbeil+2 2+3 3+ 4 usw. aus? Es ist im-
mer das gleiche Muster: eine ,Doppelreihe mit
Zapfen”. Und auch tber den Zwanzigerraum
hinaus. Denken Sie an 12 + 13 oder 100 + 101,

Wie sieht es jetzt aus bei 2+ 1,3+ 2,4+3
usw., und wie mit 13 + 122 Nicht ganz genat
so, aber so dhnlich. Was ist gleich, was ist ver-

schieden?
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Und bei 1 + 3,2+ 4,3+ 5 usw.? Wieder gilt:
Nicht ganz genau so, aber so dhnlich. Was ist
gleich, was ist verschieden?

Und natiirlich kénnte man 6 + 7 auch lésen,
indem man zundchst 7 + 7 rechnet und dann 1
subtrahiert. Wie sieht das bei 1 +2,2+ 3,3 +4
aus? Was ist gleich, was ist verschieden?

Schlieflich sollte man auch die Frage stel-
len, bei welchen Aufgaben sich diese Strategie
qut eignet und bei welchen eher weniger gut.
Hier kann man zum Beispiel die folgenden Auf-
gaben gemeinsam mit den Kindern einordnen
und diese begriinden lassen, warum eine Auf-
gabe sich gut fiir den Verdopplungs-Trick eig-
net bzw. warum nicht. Die Kinder kénnen auch
anschliefend selbst begriindet Aufgaben erfin-
den, die sich eignen oder eher nicht,

1+2 5+9 4+3 2+5
6+7 8+9 9+3 6+3

Die Fragen ,Was ist gleich, was ist verschie-
den?" beziehen sich zum einen auf den Ver-
gleich der verschiedenen Aufgaben innerhalb
einer Serie: Zu einer Verdopplungsaufgabe wird
1 addiert, weil der zweite Summand um 1 gré-
fer ist. Zum anderen sollen sie auch das Nach-
denken {iber Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede von Aufgabenserien anregen: Zu einer
Verdopplungsaufgabe wird nicht 1, sondern 2
addiert, weil der zweite Summand um 2 (und
nicht 1) gréBer ist,

Wir sind damit am Kern des sogenannlen
Operativen Prinzips angelangt, welches an an-
derer Stelle auf der Grundlage von Wiltmann
(1985) wie folgt formuliert wurde (Selter 2017,
S.14): ,Der Unterricht sollte den Lernenden
durehgangig Gelegenheil geben, mathemati-
Sthe Objekte und Operationen im Hinblick auf
thre Eigenschaften und Beziehungen zu unter-

suchen. So kénnen die Lernenden entdecken,
beschreiben und begriinden, welche Auswir-
kungen die angewendeten Operationen auf die
Eigenschaften und Beziehungen der mathema-
tischen Objekte haben (,Was passiert mit ...,
wenn ...'?)."

Was bedeutet das nun fur unser Beispiel? Die
mathematischen Objekte, um die es hier geht,
sind die Aufgaben des Typs Fastverdopplungs-
Aufgabe, also beispielsweise 6 + 7. Die Opera-
tion, um die es hier geht, ist nicht das Ausrech-
nen von 6 + 6, sondern das Zerlegen von 6 + 7 in
6 + (6 + 1), was dasselbe ist wie (6 + 6) + 1. Die
Eigenschaften und Beziehungen, die die Ler-
nenden entdecken, beschreiben und begriinden
konnen, bestehen darin, dass man solche Fast-
verdopplungs-Aufgaben 16sen kann, wenn man
sie zundchst in Verdopplungsaufgaben ,ver-
wandelt” und dann die zundchst weggenom-
mene 1 wieder (kompensierend) hinzuaddiert.

Um diese Erkenntnisse gewinnen zu kénnen,
benétigen die Lernenden hinreichend viele Bei-
spiele, an denen sie ihre Handlungen vollziehen
kénnen. Mit dem Begriff der Handlung ist da-
bei nicht allein das Hantieren, das duBere Tun
gemeint, sondern auch das sogenannte Denk-
handeln, das Operieren in der Vorstellung mit
fir die Lernenden sinnbehafteten Objekten. Das
kénnen Pldttchen sein, aber auch in spateren
Phasen des Lernens Zahlsymbole als Reprasen-
tanten [lir Zahlen. Dabei gilt: Nicht die Hand-
lung an sich erzeugt Verstandnis, sondern erst
das Nachdenken tlber sie ermoglicht es! Den-
ken Sie an das Finden aller Symmetrieachsen
regelmadBiger Vielecke! BloBes Verschieben des
Spiegels auf den Figuren Hihrt zwar dazu, dass
schone Bilder entstehen, aber Erkenntnisse ge-
winnt man nur, wenn man dartiber nachdenkt,
wie man den Spiegel platziert und welche Fol-
gen dieses hat.
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Durch Faltschnitte kann Lernenden ein handlungsorientierter
Zugang zur Achsensymmetrie ermoglicht werden. Die Herstel-
lung von Faltschnitten ist mit wenig Material und ohne groBen
Zeitaufwand madglich. Die Schulerinnen und Schuler stellen zu-
nachst selbst Faltschnitte her. Aufbauend auf ihren praktischen
Erfahrungen operieren sie anschlieBend mit den Teil- und Ge-
samtfiguren der Faltschnitte im Kopf, sodass ihr rhumliches Vor-
stellungsvermogen geschult wird (pikas.dzim.de/315).
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Im Projekt primakom beschreibt eine Seite zum Thema ,Sym-
metrie* fachliche und fachdidaktische Hintergriinde. Die folgen-
den Fragen werden thematisiert: Was ist Symmetrie? Welchen
Symmetriebegriff brauchen Grundschulkinder? Wie kann ein
solcher entwickelt werden? AuBerdem wird die Lernumgebung
Faltschnitte ausfahrlich beschrieben (primakom.dzim.de/500).

Literatur

Websiteg @

Die Kira-Seite zur Achsensymmetrie llustriert, wie Er, thls
rinnen und Erstklassler, die im Mathematikunterrichti l&ssle.
ne Erfahrungen im Bereich der Achsensymmetrie maczch kei-
konnten, mit dem sogenannten Spiegeltangram arbe“een .
bei handelt es sich um ein Material zur Schulung der Fér;'. H'e_r‘
achsensymmetrische Figuren zu erzeugen und sich gleicrhgkglt,
tig mit Formen zu beschaftigen. Ziel ist es, die FormenpléﬂzeL
(verschiedene Dreiecke, ein Quadrat und ein ParalleleramChen
so vor einem Spiegel zu platzieren, dass die gelegte FiQUrZ’L‘J
sammen mit der Figur im Spiegel das Bild auf einer Spielkam;
ergibt (kira.dzlm.de/140).

1) ArBete mit eincm Partnce rusammen. K8nms fhr herausfinden weiche sufgedapone Fgur
1u welchem Faltschnin gehdrt? Verbindet.

Eine weitere PIKAS-Seite widmet sich der Lernumgebung
,Streichholzvierlinge & Co.". Ein Streichholzvierling besteht aus
4 Streichhdlzern, die immer Ecke an Ecke und nur linear oder
im rechten Winkel aneinandergelegt werden. Es entstehen 25
verschiedene Vierlinge, mit denen man Aktivitaten durchflinren
kann, etwa aus einem Vierling durch Umlegen eines Streichhol-
zes einen neuen Vierling erzeugen. Neben Unterrichtsmaterial
(pikas.dzlm.de/298) gibt es auch Fortbildungsmaterial (212).

Franke, M./Reinhold, S, (2016). Didaktik der Geometrie in der Grundschule, Heidelberg: Springer.
l‘ielmench, M./Lengnik, K. (2016), Einfilhrung Mathematil Primarstufe. Heidelberg: Springer,
Sciupper, W, (2009). Handbuch fiir den Mathematikunterricht an Grundschulen. Hannover: Schroedel.
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ufu|o]e]s]u]o]e]s Das operative Prinzip meint, dass die Kinder an geeigngten Auf-
(afafsu]s|n]v]a]s gaben Variationen vornehmen, dabei Erkenntnisse gewinnen
und diese anwenden. Leider wird diese Forderung héaufig voll-
kommen missverstanden, sodass nahezu jede kérperliche T{Sl-
tigkeit oder Handlung der Kinder als , operativ” bezeichnet wird.
Auf der Kira-Website zum operativen Prinzip (kira.dzlm.de/147)
wird daher beschrieben, was das operative Prinzip bedeutet
s und welche Rolle es im Mathematikunterricht einnimmt.
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) Emdecker—Péekchen (auch ,schone Packchen*) stellen ein
Die o chsweise leicht zugangliches Aufgabenformat dar. Dar-
I

er werden operative Aufgabenserien verstanden, welche die
gn

[72]
oder Zum Entdecken, zum Erforschen und zum Erklaren anre- A 7 waos 'fcm dir uuﬂw L ‘g
Ktnl nhaltsbezogene Kompetenzen werden dabei ebenfalls ge- 3|+7|= 0 e 5
pult. Hierzu findet sich auf PIKAS sowohl Unterrichtsmaterial 4 W, L1t : =
q dzim.de/edp) als auch Fortbildungsmaterial (161). sl+5 470 L TOTENT - =
(P!kas. 6 70 ) o (ﬁ_ = o ;
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Wirfelnetz oder kein Wiirfelnetz? ; =
I:r— ”'__7 Hanna

— Auf PIKAS gibt es sowohl ein Fortbildungsmodul (pikas.dzim. =
L | [:_ de/210) als auch Unterrichtsmaterial (148) zur Lernumgebung i
%)

»Inter-Netzzo". Die Namensgebung lasst schon vermuten, wor-
um es im Sinne des operativen Prinzips gehen soll: sich Gedan-
ken dar(ber zu machen und herauszufinden, was zwischen den
Netzen auf dem Weg vom Netz zur Schachtel bzw. zum Wiir-

fel passiert — und auch umgekehrt, was auf dem Weg von der
Schachtel bzw. vom Wiirfel zum Netz passiert und welche Net-
ze zusammengehoren.

Die Kira-Website behandelt Denkweisen von Schulerinnen und
Schilern zu einigen weiteren Aufgabenformaten, bei deren Be-
abeitung das operative Prinzip angesprochen wird: Nim-Spiel
fiiradzlm.de/142), Schéne Packchen (169) oder Zahlengitter
(114). Auch auf PIKAS finden sich Hinweise flir konkrete unter-
fehtiche Umsetzungen fir Unterrichtsbeispiele, bei denen die
lemenden operative Zusammenhénge erforschen kénnen, wie
um Beispiel Rechenquadrate mit Ohren (pikas.dzim.de/116),

Umkehrzahlen (115), Mal-Plus-Hauser (026) oder Zahlenmau-
em (195),
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