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Raum und Form begreifen
und sich vorstellen

Strukturen und Begriffe bilden

VON CARLA MERSCHMEYER-BRUWER

Zentrales Ziel aller geometrischen Tatigkeiten ist die Entwicklung
mentaler raumlicher Vorstellungen zu den in den Bildungsstandards
geforderten geometrischen Inhaltsbhereichen. Damit einher geht
auch das Lernen geometrischer Begriffe.

eometrische Kompetenzen
gelten als unverzichtbar
im Hinblick auf das weitere
Mathematiklernen und das
naturwissenschaftliche und tech-
nische Denken. Auch der Verhal-
tensforscher Konrad Lorenz (1968,
S. 68) geht davon aus, dass wahr-
scheinlich ,das gesamte Denken
des Menschen aus von der Moto-
rik geldsten Operationen im ,vor-
gestellten’ Raum seinen Ursprung
genommen hat“ und in dieser ur-
spriinglichen Funktion ,auch fiir
unsere hochsten und komplexes-
ten Denkakte die unentbehrliche
Grundlage bildet.“ Er konstatiert,
dass es keine Form des Denkens
gibt, ,die vom zentralen Raum-Mo-
dell unabhingig wire.“ Heinrich
Winter stellte schon 1976 fest: ...
denn wohl jede Art von Denken
—vielleicht mit Ausnahme des for-
malisierten — hat einen rdumlichen
Aspekt. So wird ja in allen Fichern
Anschaulichkeit gefordert, und was
ist Anschauung anderes als Geo-
metrisierung von Begriffen?“

Ein Verstdndnis von Raum und
Form basiert ganz wesentlich zu-
nichst auf Wahrnehmungen. Das
Wahrnehmen ist ein aktiver kogni-
tiver Prozess und hangt von subjek-
tiven Erfahrungen und Erwartungen
ab. Aufgrund der individuellen
Wahrnehmung konstruieren wir
unsere mentalen Vorstellungen zu
rdumlichen Phdnomenen. Diese
Vorstellungsbilder entstehen dabei
durch Re- und Neukonstruktion des
Wahrgenommenen. Innerhalb des

Inhaltsbereichs ,Raum und Form“
der Bildungsstandards fiir die Pri-
marstufe sollen auch Grundschul-
kinder als eine von vier Leitideen
befihigt werden, geometrische Fi-
guren zu erkennen, benennen und
darzustellen.

EINFUHRUNG IN
GEOMETRISCHE BEGRIFFE

Das Lernen geometrischer Begriffe
geht einher mit dem Kennenler-
nen geometrischer Formen und
Korper. Nicht jedes Wort mit ge-
ometrischem Inhalt ist schon ein
Begriff. Auch ein Name fiir einen
Gegenstand, einen Zusammenhang
oder ein Ereignis ist noch kein Be-
griff. Ein Begriff bezeichnet viel-
mehr eine Klasse bzw. Kategorie
von Objekten mit gemeinsamen Ei-
genschaften und Beziehungen zu-
einander. Ein Begriff umfasst damit
immer auch die gemeinsamen cha-
rakterisierenden relevanten Eigen-
schaften der Objekte einer Katego-
rie und blendet andere individuelle
und spezifische Eigenschaften eines
Objektes aus (vgl. Franke 2007). Auf-
grund dieser kognitiven Differen-
zierung von Eigenschaften stellen
Begriffe Idealisierungen eines be-
stimmten Typus von Objekten dar.
Drei Wege zur Einfithrung geomet-
rischer Begriffe sind denkbar:

Deduktives Vorgehen

Die Kinder kénnen Begriffe deduk-
tiv entwickeln, indem die Lehr-
kraft ihnen die notwendigen In-

formationen zu Charakteristiken
eines Begriffs zur Verfiigung stellt.
Die Kinder untersuchen dann Ob-
jekte auf das Vorhandensein be-
stimmter Merkmale und priifen so
die Zuordnung zu einem Begriff.

Eine konstruktive Erarbeitung eines
Begriffs erfolgt, indem die Kinder
Représentanten einer Figurenklasse
herstellen und dabei die charakteris-
tischen Eigenschaften des zu dieser
Figurenklasse gehérenden Begriffs
in ihr Bewusstsein rufen. Beispiels-
weise kénnen sich die Kinder beim
Herstellen eines Quaders aus Knet-
masse anhand ihrer Handlungen
Quadereigenschaften verdeutlichen,
indem sie zwecks Herstellung par-
alleler Seitenflichen wiederholt ge-
gentiberliegender Flachen der Knet-
masse auf die Tischplatte stoRRen.

Besonders wichtig ist die induktive
Begriffsbildung. Dabei bezeichnen
die Kinder als relevant erarbeitete
und erkannte Eigenschaften einer
geometrischen Figurenklasse mit
dem Begriff. Aufgabe der Lehrkraft
dabei ist es, solche Modelle fiir den
zu erwerbenden Begriff auszuwéh-
len, ,die addquate manuelle, zeich-
nerische oder mentale Handlungen
anregen und das Entdecken rele-
vanten Beziehungen und Struktu-
ren ermdglichen” (Maier/Schweiger
1999, S. 83). Die Modelle sind kei-
neswegs selbsterklidrend und ihre
Eigenschaften nicht unmittelbar
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erkennbar. Deshalb muss die Lehr-
kraft die Kinder durch geeignete
Impulse (z. B. durch Kontrastierung
oder Hinterfragung) auf relevante
Eigenschaften so aufmerksam ma-
chen, dass die Kinder diese Betrach-
tungsweise selbst entdecken kon-
nen und sich Kennzeichen des
Begriffs in ihr Bewusstsein rufen.
Dabei wird auch ein wichtiger
Beitrag zur Fahigkeit des Kommu-
nizierens und mathematischen
Argumentierens geleistet. Proble-
matisch ist hdufig die fehlende Ein-
deutigkeit des Modells. Die Kinder
abstrahieren moglicherweise irre-
levante Eigenschaften. Beim Sortie-
ren von Kérpern konzentrieren sie
sich z.B. auf Farbe oder Materialbe-
schaffenheit, oder sie nehmen das
Modell nicht als Reprisentant einer
ganzen Gruppe von Objekten wahr,
sondern werten auch nicht notwen-
dige Eigenschaften des Modells als
prototypisch fiir den Begriff des
Objekts. So kénnen beispielsweise
haufig in Schulbiichern abgebil-
dete Quader mit Kantenldngen im
Verhiltnis 4:2:1 bei Kindern zu der
Vorstellung fithren, dass Quader
immer dhnliche Verhiltnisse der
Kantenlidngen zueinander aufwei-
sen bzw. in der Dimension dhnlich
zu einer Streichholzschachtel oder
einem Ziegelstein sein miissen.
Quader mit davon deutlich abwei-
chenden Kantenverhiltnissen, z.B.
mit einer Kante, die mehr als 10mal
so lang wie eine dazu senkrechte
Kante ist, werden moglicherweise
nicht als Quader identifiziert.
Herausfordern kann man dieses
Denken zum Erkennen notwen-
diger Eigenschaften auch, indem
man die Kinder fragt, was wire
herausgekommen, wenn ... (z.B.:
Lwir bei diesem Quader eine Kante
und seine Parallelen um das Zehn-
fache verldngern wiirden?“) Dabei
regt man die Kinder zu abstraktem
rdumlichen Vorstellen an. Eine
unmittelbare Uberpriifung durch
Handlung wie z.B. Nachbauen ist
nicht mehr nétig. Sprachliche Au-
Rerungen haben bei dieser Vorge-
hensweise eine hohe Bedeutung.

AUSBILDUNG
GEOMETRISCHER BEGRIFFE

Die Sprache ist fiir die mathema-
tische Begriffsbildung nicht nur

Eigenschaftsbegriffe Relationsbegriffe Objektbegriffe
Raumliche | Ecke, steht neben, auf, hinter, vor | Wiirfel
Geometrie | Kante, oder links /rechts von Quader
(Seiten-)Flache, genauso grof} wie (Prisma)
wiirfelformig, volumengleich mit, u. a. Pyramide
quaderformig, identisch mit Zylinder
zylinder- oder walzenférmig, | &hnlich zu Kugel
kugelig Kegel
u.a.
Ebene Linie, Gerade, Strecke, ist deckungsgleich mit Viereck
Geometrie | Dreieck, symmetrisch zu Quadrat
gerade, parallel zu Rechteck
eben, senkrecht zu (Fiinfeck, Sechseck, etc.)
gekrimmt/krumm, flachengleich zu (Parallelogramm)
eckig, genauso lang wie Kreis
dreieckig,
viereckig, quadratisch,
rechteckig,
finfeckig, etc.,
rund, kreisformig,
u.a.

in der Geometrie von hoher Be-
deutung. Alle Kinder miissen quasi
neue Vokabeln als Bezeichnungen
fiir geometrische Objekte, ihre Ei-
genschaften und Relationen zu-
einander erwerben. Kinder lernen
dabei Begriffe auf verschiedenen
Abstraktionsebenen (vgl. van Hiele
1976). Zunichst konnen die Kinder
ihnen prasentierte geometrische
Objekte ganzheitlich wahrnehmen
und bezeichnen. Dabei verwenden
sie hiufig selbst gewdhlten Namen.
Im nichsten Entwicklungsschritt
vermogen die Kinder Eigenschaften
geometrischer Figuren aufzulisten.
Diese Eigenschaften bleiben aber
noch lokal beschrankt auf einzelne
Figuren. Dabei finden spezifische
Eigenschaftsbegriffe Verwendung.
Diese Eigenschaftsbegriffe diffe-
renzieren Kinder weiter aus, wenn
sie gemeinsame und unterschied-
liche Eigenschaften beim Ver-
gleichen geometrischer Objekte
anfiithren. Dann treten logische Be-
ziehungen zwischen Objekten ver-
gleichbarer Eigenschaften in den
Vordergrund der kindlichen Wahr-
nehmung und fithren zur Artiku-
lation von Relationsbegriffen. Erst
wenn Kinder eine geometrische Fi-
gur anhand von notwendigen und
hinreichenden Eigenschaften cha-
rakterisieren koénnen, haben sie ei-
nen Objektbegriff so ausgebildet,
dass sie ihn auch fiir verschiedene
Reprisentanten sicher anwenden
konnen.
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VERSTANDNIS
GEOMETRISCHER BEGRIFFE

Da ebene Figuren Flichen an (drei-
dimensionalen) Korpern bilden,
sind Begriffe zu ebenen Figuren
auch im Kontext der Betrachtung
geometrischer Kdérper im Raum
notwendig. Hier ist darauf zu ach-
ten, dass Kindern beim Beschreiben
und Argumentieren immer deut-
lich ist, ob sie sich partiell auf eine
Fliche an einem spezifischen Koér-
per beziehen oder auf die rdumliche
Figur, den Korper in seiner Ausdeh-
nung und Anordnung im Raum.
Eine Ubersicht iiber relevante geo-
metrische Begriffe gibt Abb. 1.

Um die Ubersicht zu ebenen und
rdumlichen Figuren zu erhalten,
ist es wichtig, die Klasseninklusi-
onen sowohl innerhalb der geomet-
rischen Korper (siehe Abb. 2) als
auch innerhalb der ebenen Figuren
(siehe Abb. 3) bei der Begriffsbil-
dung zu erarbeiten. Im Unterricht
kann man so vorgehen: Gemeinsam
mit den Kindern werden aus einer
Menge von verschiedenen Prismen
zundchst die Menge der Quader an-
hand der Vorgabe von zwei Repri-
sentanten herausgesucht. Anschlie-
Rend sortieren die Kinder analog
dazu aus dieser Menge an Quadern
alle Wiirfel heraus. Ebenso kdnnen
die Kinder an den Korpern jeweils
die entsprechenden Vielecke identi-
fizieren und diese dann gemeinsam
sortieren. Dabei sortieren sie aus ei-

Abb. 1: Ubersicht iiber geo-
metrische Begriffe, wie sie
im inhaltlichen Kompetenz-
bereich in der Grundschule
gefordert sind. Die einge-
klammerten Begriffe gehdren
nicht zu den Anforderungen
der Bildungsstandards,
sondern stellen eine fiir
leistungsstarke Lerngruppen
sinnvolle Erweiterung dar
(vgl. Franke 2007).
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GEOMETRISCHE KORPER

Ein Polyeder (Vielflach) ist ein Korper, der von ebenen Flachen aus (beliebigen) n-Ecken (Polygone, Vielecke)
begrenzt wird. Von den Polyedern sind die Nicht-Polyeder abzugrenzen. Diese stellen Korper dar, die durch ge-
kriimmte Flachen begrenzt sind. Dazu gehdren u. a. Zylinder, Kegel und Kugel.

Wiirfel c Quader c Prisma (gerade)

Prisma heifdt ein Polyeder (Vielflach), das mindestens zwei zueinander kongruente und parallele Grund- und
Deckfléchen besitzt. Die Seitenflachen sind Rechtecke (,gerades” Prisma) oder allgemeine Parallelogramme
(ggf. ,,schiefes” Prisma).

Quader sind gerade Prismen mit rechteckigen Grundfléchen. Im Quader sind die Raumdiagonalen gleich lang.
Wiirfel sind Quader mit gleichen Kantenléngen.

Pyramide wird ein Polyeder genannt, dessen Grundflache ein n-Eck ist und dessen Seitenflachen n Dreiecke sind,
die in einem Punkt zusammenlaufen. Pyramiden heifen gerade, wenn der Fuf8punkt des Lotes von der Spitze auf
die Grundflache deren Mittelpunkt ist. Sie heifen reguldr, wenn die Grundfléche ein regelmafiges Vieleck ist.

das mathematische Argumentie-
ren. Das Versprachlichen ihrer in-
dividuellen Erfahrungen im Um-
gang mit dem Material zwingt die
Kinder zur Darstellung. Die Do-
kumentation beispielsweise durch
Zeichnen oder durch Legen oder
Bauen des geometrischen Objekts
fordert auch das Denken auf ver-
schiedenen Reprdsentationsebenen
eines geometrischen Sachverhalts.
Kinder sollen zwischen den Ebenen
der Handlung, der Beschreibung
und Darstellung sowie der abstrak-
ten Begriffsbildung wechseln kon-
nen. SchlieRlich sollen sie auch
ohne materiale Hilfe, nur mit Hilfe
ihrer raumlich strukturierter Vor-
stellungen von geometrischen Ob-
jekten und mit ,verinnerlichten“
Strategien Aufgaben 16sen kénnen

Abb. 2: Klasseninklusionen
zwischen den Mengen Wiir-
fel, Quader und Prismen.

und so den geometrischen Sachver-
halt ,begreifen”. Vielen Kindern
gelingt dieses jedoch nicht ,von
selbst nur durch immer wieder-
holte Handlungen am Material. Fiir

ner Menge von diversen Vielecken
zundchst alle (konvexen) Vierecke
heraus. Aus dieser greifen sie die
Menge der Parallelogramme her-

bereichen, hier der geometrischen
Begriffsbildung. Ausgangspunkt
eines Lernprozesses auch in der
Geometrie kann zunichst die Si-
mulation der mathematischen Pro-

Abb. 3: Klasseninklusion
der fiir die Grundschule
relevanten Vierecke.

aus, aus der wiederum die Menge
der Rechtecke. Damit ist die Men-
ge der Quadrate als (Teil-)Menge der
Rechtecke dargestellt.

PROZESSBEZOGENE
KOMPETENZEN

Zentrales Ziel aller geometrischen
Tatigkeiten ist die Entwicklung
mentaler rdumlicher Vorstellungen
zu den in den Bildungsstandards
geforderten geometrischen Inhalts-

blemstellung durch Handlungen an
Materialien sein. Diese Handlungen
miissen die Kinder reflektieren, un-
tereinander diskutieren und sich
ihre Losungen im Gesprich mit-
teilen. So kann die Kompetenz zur
mathematischen Kommunikation
gefordert werden. Wenn die Kinder
verschiedene Losungswege vorstel-
len, denken sie auch iiber die Sinn-
haftigkeit ihres Vorgehens bei der
Losung nach. Dieses unterstiitzt

Ein Polygon (Vieleck) entsteht, indem mindestens drei voneinander verschiedene Pukte in einer Zeichenebene
durch Strecken miteinander verbunden werden, sodass durch den entstandenen Linienzug eine zusammenhan-
gende Flache umschlossen wird. Ein Vieleck ist konvex, wenn es ganz auf einer Seite jeder der Geraden liegt,
zu denen man sich jede Kante fortgesetzt denken kann. Ein konvexes Vieleck (konvexes Polygon) hat also keine
einspringenden Ecken, jeder Winkel ist kleiner als 180°. Je nach Anzahl n der Ecken eines Polygons werden die
verschiedenen n-Ecke unterschieden: Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, Sechsecke usw.

N

Rechteck c Parallelogramm c

Quadrat & Viereck

Parallelogramm wird ein Viereck genannt, das die folgenden Eigenschaften besitzt: Die einander gegeniiber-
liegenden Seiten sind gleich lang und parallel. Einander gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof3. Die
Diagonalen halbieren einander.

Ein Parallelogramm ist ein Rechteck, wenn es nur rechte Winkel enthélt oder zwei gleich lange Diagonalen be-
sitzt, wobei die eine Eigenschaft die andere zur Folge hat. Wenn die Kanten gleich lang sind, wird ein Rechteck
Quadrat genannt.

diese Kinder sind gezielte unter-
stiitzende Ubungen notwendig, die
sie fordern, ihre Erfahrungen ent-
weder zu beschreiben oder durch

andere Dokumentationsformen

wie Zeichnen, Bauen oder Legen,
die Umstrukturierungen demons-
trieren, darzustellen. )
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