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Geometrische Begriffe schulen und Raumvorstellung fordern

Im klassischen Verstandnis des Begriffs ,Kopfgeometrie” waren kopfgeometrische Ubungen
ausschliellich in der Vorstellung zu 16sen. Modelle oder Zeichnungen zur Unterstiitzung
des Losungsprozesses durften wahrend der Aufgabenbearbeitung nicht herangezogen
werden. Dies wird in der aktuellen Diskussion allerdings weniger streng gesehen.

Kopfgeometrie -
begriffliche Urspriinge

Der Begriff der Kopfgeometrie |adsst
sich u.a. auf Ausfiihrungen von Kerst
(1920) oder Breidenbach (1964) zu-
rickfuhren. Gemeinsam ist diesen
Konzepten wie auch den Uberlegun-
gen von Senftleben (1995, 1996) die
Auffassung, dass durch die Beschaf-
tigung mit der Kopfgeometrie eine
Forderung des raumlich-visuellen
Vorstellungsvermdogens erzielt wird.
Im klassischen Verstandnis des Be-
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griffs waren kopfgeometrische Ubun-
gen ausschlieBllich in der Vorstellung
(z.B. mit geschlossenen Augen) zu l6-
sen. Modelle oder Zeichnungen zur
Unterstiitzung des Losungsprozesses
durften wahrend der Aufgabenbear-
beitung nicht herangezogen werden.
Im Beitrag ,Zur Sache” (5. 2) und in
weiteren Artikeln dieses Heftes wird
jedoch deutlich, dass dies in der ak-
tuellen Diskussion weniger streng
gesehen wird. So bieten konkrete
Handlungserfahrungen mit Mate-
rialien (vgl. z. B. Willms ,Farbcodes’,

o zieht sich fest
ch fest

O zieht st

S. 16), Bildbetrachtungen (vgl. z.B.
Roos ,Fisch ist Fisch” S. 8) oder andere
Aktivitdten oft einen reizvollen Aus-
gangspunkt fir die Kopfgeometrie
und kénnen dabei helfen, die Losung
einer kopfgeometrischen Ubung dar-
zustellen bzw. zu kommunizieren.
Entscheidend bleibt dabei, dass die
innerhalb der Aufgabe enthaltenen
raumlich-visuellen Anforderungen
an die Vorstellung mental gelost wer-
den (Abb. 1).

Sprachliche Begleitung
beim Begriffslernen

Im Zentrum der Kopfgeometrie steht
das gedankliche, réumlich-visuelle
Operieren mit geometrischen Figu-
ren und Objekten. Die bei dieser ko-
gnitiven Anforderung ablaufenden
mentalen Prozesse kdnnen prinzipiell
auch ohne die Verwendung geome-
trischer Begriffe stattfinden und alle
Bereiche der Raumvorstellung be-
rithren, die im folgenden Abschnitt
ausfihrlicher betrachtet werden. Da-
mit sind kopfgeometrische Ubun-
gen im Zusammenhang mit samt-
lichen der im Geometrieunterricht
typischerweise eingesetzten Aktivi-
taten (Falten, Schneiden, Legen usw.)
denk- und realisierbar. Die Phasen |
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Abb. 2: Welche Augenzahl liegt unten?

(Aufgabenstellung) und Ill (Ergeb-
nisdarstellung, vgl. Abb. 3 im Beitrag
«Zur Sache”) bieten jedoch besonde-
re Chancen zur bewussten Einbezie-
hung sprachlicher Begleitung.

Verbalisiert die Lehrkraft eine geo-
metrische Fragestellung bei der Pra-
sentation bzw. Aufgabenstellung, mit
der die Kinder kopfgeometrisch aktiv
werden, nutzt sie selbst als sprach-
liches Vorbild geometrische Begrif-
fe und Satzstrukturen, die von den
Kindern erfasst und in raumlich-vi-
suelle Reprasentationen ,Ubersetzt”
werden miissen. Insbesondere Kin-
der, die die deutsche Sprache (noch)
nicht sicher beherrschen, aber auch
andere Kinder, benétigen dazu Hilfen
und gezielte, evtl, auch durch weitere
Symbole oder Bilder unterlegte, Wie-
derholungen, damit die sprachliche
Ebene tatsachlich den visuellen Vor-
stellungsprozess anregt.

Um das oft noch intuitive Verstand-
nis geometrischer Begriffe zuneh-
mend zu einem integrierten Begriffs-
verstandnis zu entwickeln, bei dem
beispielsweise auch Begriffshierarchi-
en erkannt werden, ist neben diesem
sprachlich-symbolischen Handeln der
Lehrkraft auch bei den Kindern eine
sprachliche Begleitung ihrer mentalen
Aktivitdten in Phase Il bedeutsam (vgl.
dazu auch die Beitrdge von Anders,
S. 4 und Roos, S. 8). Wortspeicher mit
Fachbegriffen oder Anregungen zum
Formulieren wiederkehrender Satz-
strukturen erleichtern schliefRlich auch
den Austausch iber das Vorgestellte in
Phase Ill und festigen die zu erwerben-
den geometrischen Begriffe.

Abb. 3: Was passiert beim Kippen auf die blaue Seite?

Raumvorstellung fordern

Raumvorstellung gilt als Teil der In-
telligenz und wird zumeist als Biin-
del von Teilfédhigkeiten angesehen.
So stehen in Phase Il der Kopfgeo-
metrie {Aufgabenbearbeitung) raum-
lich-visuelle Fahigkeiten im Mittel-
punkt, die sich auf verschiedenartige
Anforderungen an die Raumvorstel-
lung richten kénnen. Franke und
Reinhold (2016) verweisen in der
Darstellung verschiedener Theorien
zur Differenzierung der Raumvorstel-
lung in Teilaspekte allerdings darauf,
dass in der Literatur diesbezliglich
keinesfalls Einigkeit besteht. Vielmehr
sind sowohl die Differenzierungen
selbst als auch die Terminologie zur
Beschreibung verschiedener Teilas-
pekte oft so divergent, dass hier vor-
geschlagen wird, sich im Grundsatz
an der vielfach belegten faktorenana-
Iytischen Differenzierung nach Thur-
stone (1950) zu orientieren. Er unter-
scheidet dabei im Wesentlichen drei
Bereiche: das Erfassen und Vorstellen
raumlicher Beziehungen, die gedank-
liche Manipulation raumlicher Bege-
benheiten sowie die Orientierung im
Raum, die auch die Fahigkeit zur ge-
danklichen Perspektiviibernahme
einschliefit.

Erfassen und Vorstellen
raumlicher Beziehungen

Die rdumlichen Beziehungen in ebe-
nen Konfigurationen oder in raum-
lichen Arrangements stehen oftmals
in einem sehr stabilen Zusammen-
hang: Beispielsweise andert sich die
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raumliche Struktur eines Spielwiir-
fels und die Lage der einzelnen Sei-
tenflachen des Wiirfels zueinander
nicht, wenn der Wiirfel beim Spie-
len gedreht und damit als Gesamtes
in andere Lage gebracht wird. Be-
steht die Anforderung nun darin, an-
zugeben, welche Augenzahl auf ei-
ner nicht mehr sichtbaren Seite liegt,
muss dies anhand der noch sichtba-
ren Augenzahlen mental rekonstru-
iert werden (Abb. 2).

Auch Aufgaben wie die Bestimmung
der Anzahl von Einzelwiirfeln in ei-
nem Wiirfelgebaude erfordern das
Vorstellen solcher stabilen raumli-
chen Beziehungen: Oft sind solche
Bauwerke so umfanglich, dass es
zahlreiche, nicht von auBen sichtba-
re oder in einer Abbildung erkennba-
re, Einzelwiirfel gibt, die gedanklich
unter Berlicksichtigung aller rdum-
lichen Beziehungen mental rekon-
struiert werden missen. Auch die
raumlichen Beziehungen der farbi-
gen Flachen eines eingefarbten Te-
traeders im Spiel ,Pyramiden-Duell”
(vgl. Haring, S. 24 in diesem Heft) blei-
ben stets stabil - vorzustellen hat der
Spielende sich lediglich, dass das Tet-
raeder als Gesamtes liber die Kanten
gekippt wird (Abb. 3).

Gedankliche Manipulation

raumlicher Begebenheiten

Aufgaben, die Raumvorstellung er-
fordern, kénnen auch dadurch ge-
pragt sein, dass man sich Verdnde-
rungen innerhalb eines ebenen oder
raumlichen Arrangements vorstellen
soll. Eine solche interne Dynamik er-
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Abb. 4:

Wie sieht das
Bild aus, wenn
man direkt von
vorn auf das
Haus schaut?

gibt sich beispielsweise im Zuge von
(vorgestellten) Spiegelungen, Ver-
schiebungen, Zerlegungen, Zusam-
menfiigungen, Ergdnzungen, Vergré-
Berungen oder Rotationen innerhalb
einer raumlichen Situation. Das heif3t
einzelne Elemente einer raumlichen
Situation werden hinzugefiigt, ver-
kleinert, entfernt usw. und dabei in
ihren rdaumlichen Bezligen zu ande-
ren Elementen der Situation veran-
dert. Dies wird in der Literatur viel-
fach als ,Veranschaulichung” (oder

~ Misualisierung”) bezeichnet und wird

beispielsweise eingefordert, wenn
Flachenformen im Spiel ,Farbcode”
(vgl. Wilms, 5. 16 in diesem Heft) im-
mer wieder gedanklich und konkret
zu neuen Arrangements und neuen
Zielfiguren erganzt werden sollen.

Orientieren und Perspektiven
einnehmen

Neben der Rechts-links-Orientierung
und der rdumlichen Orientierung im
wahrgenommenen oder vorgestell-
ten Raum kdnnen Anforderungen
an die Raumvorstellung auch das Hi-
neinversetzen in andere Perspekti-
ven umfassen. Besonders nahelie-
gend sind hier zunachst kopfgeome-
trische Ubungen, die sich auf die von

den Kindern bereits gemeinsam er-
kundete Umgebung im Schulgebiu-

de oder auf dem Schulgeldnde bezie-
hen. Aber auch gedankliche ,Reisen”
durch das Stadtviertel oder die ge-
dankliche Einordung eines Betrach-
ters unter Rlckgriff auf markante Per-
spektiven ist denkbar:

*  Wie wiirde das Bild aussehen,
wenn der Maler von links auf das
Haus schauen wiirde? (Abb. 4)

= Stell dir vor, du laufst den Gang
vor deinem Klassenraum entlang
und stehst unten an der Treppe
im hinteren Treppenhaus. Steige
in den ersten Stock, drehe dich
nach links und laufe weiter bis
zur grofBen Palme. Dort gehst du
noch etwa zehn Schritte weiter
nach rechts. Vor welchem Klas-
senraum stehst du?

Zur Relevanz
der Raumvorstellung

Die Bedeutung von kopfgeometri-
schen Fahigkeiten, die unser rdum-
liches Vorstellungsverméogen fordern,
ldsst sich zunachst in Alltagssitua-
tionen erkennen: Im Strallenverkehr
sollten wir uns vorstellen kdnnen,
wann ein sich ndherndes Auto wohl
voraussichtlich unseren Weg kreu-
zen wird. Die Realisierung von Um-

“zugsplanen oder die Orientierung in

unbekannter Umgebung - etwa un-
ter Zuhilfenahme einer Wanderkarte —
ist gepragt von unserer Fahigkeit, die
Umwelt wahrzunehmen, uns aber da-
riber hinaus auch Veranderungen oder
bislang unbekannte raumliche Bege-
benheiten vorstellen zu kénnen.

Ob beim Erwerb der Schriftsprache
(Wiedererkennen und Unterschei-
den der Buchstabenformen in un-
terschiedlichen Raumlagen), im Sa-
chunterricht (vgl. Raumbezogene
Perspektive, GDSU 2013) oder im
Kunst-, Werk- und Sportunterricht —
der Erwerb von Raumvorstellung kann
als facherlibergreifendes Lernziel fiir die
Grundschule angesehen werden. So
werden seit Langem auch Zusammen-
hange zwischen raumlichen und ma-
thematischen Fahigkeiten diskutiert
{vgl. Franke, Reinhold, 2016, S. 80-83
fir eine ausfiihrlichere Darstellung).

Die Fahigkeit zur Vorstellung von
raumlichen Veranderungen ist inner-
halb des Mathematikunterrichts be-
sonders relevant fiir die Vorstellung
von Rechenoperationen. So ergibt sich
im Umgang mit arithmetischen Ar-
beitsmitteln haufig die Anforderung,
enaktive oder ikonische Darstellungen
auch zu verdndern — etwa um eine Ad-
ditionsaufgabe durch Hinzufligen von
Plattchen zu veranschaulichen.

Mit der anzustrebenden und be-
deutsamen sukzessiven Ablésung
von den Arbeitsmitteln miissen die
Kinder auch die Fahigkeit erlangen,
sich solche Prozesse nur noch vor-
stellen zu kénnen. Insofern liegt
es durchaus nahe, kopfgeometri-
sche Ubungen im Zusammenhang
mit arithmetischen Inhalten zu be-
trachten und gedankliche Verande-
rungen an arithmetischen Arbeits-
mitteln vorzunehmen, sofern diese
Arbeitsmittel geometrische Eigen-
schaften, d.h. rdumliche Strukturen
aufweisen (Abb. 4).

Eine solche Aktivitdt, die kopfgeo-
metrische Ubung mit einem arithme-
tischen Inhalt verbindet, ergibt sich
beispielsweise, wenn Kinder sich die
Verdopplung einer Anzahl von Platt-
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Abb. 5:

chen (< 10} in einem Zwanzigerfeld im
Sinne einer Spiegelung an der Langs-
achse des Zwanzigerfeldes vorstel-
len sollen. Aber auch Veranderungen
anderer Art (additiv oder subtraktiv)
lassen sich mit solchen Vorstellungs-
Ubungen zunehmend verinnerlichen
(vgl. Abb. 5). Vielfach wird vor diesem
Hintergrund die Forderung erhoben,
die Geometrie nicht als bloBes An-
hdngsel der Arithmetik zu betrach-
ten und gezielt Maglichkeiten zum
Verbinden geometrischer und arith-
metischer Aktivitdten zu suchen.

Strategien fiir Aufgaben
zur Raumvorstellung

In der einschldgigen Literatur wird
vielfach darauf verwiesen, dass Auf-
gaben zur Raumvorstellung keines-
wegs immer mit der Strategie bearbei-
tet werden, die man erwarten wirde.
Geht es beispielsweise darum, sich
verschiedene Ansichten eines (Wiir-
fel-)Bauwerks mit unterschiedlichen
Erhebungen, ,Tirmchen” usw. vorzu-
stellen, wlirde man wohl vor allem er-
warten, dass die Vorstellungsleistung
v.a. Uber eine gedankliche Perspektiv-
Gbernahme erfolgt. Die beim Indivi-
duum ablaufenden kognitiven Prozes-
se kénnten aber ebenso auch dadurch
gepragt sein, dass ein Kind sich vor-
stellt, das (Wirfel-}Bauwerk vor dem
inneren Auge als Gesamtes zu drehen
(wdhrend die eigene Perspektive un-
verdndert bleibt). Vielleicht geht ein
anderes Kind auch analytisch vor, zer-
legt das vorgegebe Bauwerk mental
und fokussiert in besonderer Weise
nur auf hervorstechende Merkmale
eines Bauwerks, die es dann in Bezug
zu verschiedenen Perspektiven setzt.

Beide Strategien kénnen zu richti-
gen Losungen einer Raumvorstel-
lungsaufgabe fiihren — oder aber im
Gegenteil fehlerbehaftet sein, weil
beispielsweise beim analytischen
Vorgehen nicht alle markanten Ele-
mente richtig in ihren Beziehun-
gen zueinander visualisiert werden
und die Kinder eher additiv und se-
quenziell statt integrativ und simul-
tan vorgehen. Festzuhalten ist aber,
dass solche individuell unterschiedli-
chen Strategien zu den verschiedens-
ten Raumvorstellungsaufgaben be-
obachtet werden und sowohl fiir
Raumvorstellungsaufgaben aus der
ebenen als auch aus der raumlichen
Geometrie dokumentiert sind {vgl.
Franke, Reinhold, 2016, S. 72 - 80 fiir
eine Ubersicht). Die Effektivitat die-
ser Strategien variiert oft stark von
Kind zu Kind oder in Abhangigkeit
von Aufgabenmerkmalen (z. B. Kom-
plexitat oder Darstellungsweise).
Somit begegnet uns auch im
Geometrieunterricht eine Fllle un-
terschiedlicher Bearbeitungsstra-
tegien und individueller geometri-
scher Denkweisen von Kindern. Im
Unterrichtsgesprach koénnen die-
se Strategien zum Gegenstand der
Kommunikation bzw. Reflexion ei-
ner kopfgeometrischen Aufgabe ge-
macht werden. Je jlinger die Kinder
sind, desto schwerer fillt es ihnen
allerdings, tGber intern ablaufende
Vorstellungsprozesse zu reflektieren
und sprachlich zu fassen, welcher Art
die (nicht-sprachliche) Aufgabenbe-
arbeitung in Phase Il war. Die da-
rin liegende besondere Herausfor-
derung stellt gleichzeitig aber auch
wieder ein besonderes Potenzial in
der Begegnung mit kopfgeometri-
schen Ubungen dar. Sprache spielt
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LStell
dazu. Wohin kénnte man

Kannst du dir verschieden
Situation vorstelle
Kannst du die rote
legen, dass in deinem Kop

mit dem

hier auch insofern eine bedeutsame
Rolle als dass rdumlich-visuelle Stra-
tegien mitunter auch durch sprach-
liche Analysen bzw. durch (vorausge-
gangenes) logisch-schlussfolgerndes
Denken unterstiitzt werden kénnen,
Unterstlitzend fir die Versprach-
lichung von Strategien wirken zu-
dem oft (bewusst) eingesetzte Ges-
ten oder Kopfbewegungen, mit de-
nen sich oft die Verdnderung einer
Raumlage leichter vorstellen l4sst.
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