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Grundvorstellungen zur

Divisionstypen und -situationen

VON SILKE RUWISCH

Erst wird zerlegt, danach
verteilt.

Es gibt viele Wege, mit Kindern in die Division
einzusteigen. Dazu ist es hilfreich, die verschiedenen
Aspekte der Operation Division zu kennen.

ereits zu Schulbeginn kén-

nen die meisten Kinder auf

Handlungen zurtickgreifen,

in denen ,gerechtes Teilen“
eine Rolle spielt. Dieses alltdgliche
Handlungswissen ldsst sich wie bei
den anderen Operationen bereits
im ersten Schuljahr spielerisch nut-
zen und bewusst thematisieren, al-
lerdings ohne die unterrichtliche
Behandlung der Division vorzuzie-
hen. Denn Schiilerinnen und Schii-
ler benétigen sicheres Zahlen- und
Operationswissen zu Addition und
Subtraktion, aber auch bereits das
grundlegende Verstindnis der Mul-
tiplikation, bevor die Division in
symbolischer Form sinnvoll und
nachhaltig im Unterricht themati-
siert werden sollte. Mit diesen Vor-
kenntnissen gelingt es den Schiile-

rinnen und Schiilern gut, sich mit

verschiedenen Aspekten der Divisi-

on auseinandersetzen zu konnen:

— Aufteilen und Verteilen als
Umkehroperation der Multipli-
kation

— Modellieren von dynamischen
und statischen Divisionssitua-
tionen

— Dividieren mit Rest

Die Zusammenhinge zu den ande-
ren Operationen und die entspre-
chenden Notationen zur Division
werden nachvollziehbar.

AUFTEILEN UND VERTEILEN
Gerecht teilen

In die Division steigen Kinder meist
iiber das Thema ,,gerechtes Teilen“

konkreter Gegenstdnde ein: Lisa,
Paul und Ole mdchten fiinfzehn
Smarties unter sich aufteilen, die
32 Spielkarten werden an die fiinf
mitspielenden Kinder verteilt, fiir
den Staffellauf miissen die Kinder
Vierergruppen bilden usw.

Zerlegen in gleichméachtige
Teilmengen
Mathematisch wird dieses Teilen
konkreter Gegenstinde als das
Zerlegen einer gegebenen Menge
in Teilmengen beschrieben. Aller-
dings handelt es sich nicht bei jeder
Mengenzerlegung um Divisions-
handlungen. Werden beispielswei-
se alle Zerlegungen der Zahl 6 ge-
sucht, so wird die Menge ebenfalls
in Teilmengen zerlegt.
Fir Divisionssituationen wesent-
lich ist also das ,gerechte Vorge-
hen“ beim Teilen, das mathema-
tisch als Zerlegen in gleichmaéchtige
Teilmengen — also Mengen mit der-
selben Anzahl an Elementen — be-
zeichnet wird. Die Division ist so-
mit auch auf der Handlungsebene
die Umkehroperation zur Multi-
plikation, bei der ja gerade gleich-
madchtige Mengen zu einer Gesamt-
menge zusammengefasst werden.
Dass Aufteilen und Verteilen
nicht nur zwei unterschiedliche
Namen fiir die Division sind — ver-
teilen Sie eigentlich Spielkarten an
die Mitspieler oder teilen Sie die
Karten auf die Mitspieler auf? —,
sondern tatsdchlich inhaltlich eine
unterschiedliche Bedeutung haben,
ist auf die unterschiedliche Rolle
der Faktoren bei der Multiplikation
in Kontexten zuriickzufiihren.
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Multiplikationsaufgabe

Beim Dosenwerfen treten sechs
Gruppen mit je drei Kindern ge-
geneinander an. Wie viele Kinder
nehmen insgesamt am Dosen-
werfen teil?

Wiéhrend der Multiplikand angibt,
wie viele Elemente jede Teilmenge
aufweist, im Beispiel also die An-
zahl der Kinder in einer Gruppe,
bezeichnet der Multiplikator die
Anzahl dieser Teilmengen, also die
Anzahl der Gruppen im Beispiel. Je
nachdem, ob bei der Umkehrhand-
lung nach dem Multiplikator oder
dem Multiplikanden gefragt wird,
handelt es sich um eine Aufteil-
oder Verteilsituation.

Aufteilaufgabe

Beim Dosenwerfen nehmen

18 Kinder teil. In jeder Gruppe sind
drei Kinder. Wie viele Gruppen
treten gegeneinander an?

Verteilaufgabe

Beim Dosenwerfen nehmen

18 Kinder teil. Sechs Gruppen treten
gegeneinander an. Wie viele Kinder
sind in einer Gruppe?

Die Zusammenhinge der beteilig-
ten Mengen und des Gegebenen
und Gesuchten lassen sich gut Ta-
belle 1 entnehmen.

Héufig wird ferner zwischen dy-
namischen Situationen — dem zeit-
lich-sukzessiven Aspekt —und eher
statischen Situationen — dem raum-
lich-simultanen Aspekt — unter-
schieden. Beispiele verdeutlicht die
Tabelle 2.

Beide Aspekte sind wiederum
sehr eng miteinander verkniipft, da
das Ergebnis einer zeitlich-sukzes-
siven Handlung hiufig eine raum-
lich-simultane Situation ist und
sich fast alle rdumlich-simultanen
Situationen aus zeitlich-sukzessi-
ven Handlungen entstanden vor-
stellen lassen. So kénnte statt des
Ergebnisses ,Eier sind verpackt®
eher die Handlung , Eier sollen ver-
packt werden“ thematisiert werden
und schon ist aus der raumlich-

Anzahl der Anzahl qer Gesamtanzahl
. Elemente jeder
Teilmengen . der Elemente
Teilmenge
Multiplikations- bekannt bekannt gesucht
aufgabe
Verteilaufgabe bekannt gesucht bekannt
Aufteilaufgabe gesucht bekannt bekannt
zeitlich-sukzessiv raumlich-simultan
aufteilen Paul will 16 Tassen auf 16 Eier sind in
den Tisch stellen, kann aber Ler-Kartons verpackt.
nur vier Tassen tragen. Wie viele Kartons sind es?
Wie oft muss Paul gehen?
verteilen Vater verteilt 24 Bonbons 24 Eier sind in sechs
an seine vier Kinder. Kartons abgepackt.
Wie viele Bonbons bekommt Wie viele Eier sind in
jedes Kind? einem Karton?

simultanen eine zeitlich-sukzessive
Situation entstanden.

Didaktisches Hintergrund-
wissen
Die Unterscheidungen zwischen
yaufteilen® und ,verteilen“ oder
,dynamischen“ und ,statischen®
Situationen sind fiir Lehrpersonen
wichtiges Hintergrundwissen. Die
Abgrenzung ermoglicht, systema-
tisch eine Vielfalt an Erfahrungen
anbieten zu kénnen oder der Frage
nachzugehen, wie Kinder ihr Vor-
gehen zeichnerisch oder symbo-
lisch festhalten kénnten.
Allerdings finden sich in der Li-
teratur widerspriichliche Aussagen
dartiber, welche Situationen fiir die
Kinder einfacher sind. Wiahrend im
Alltag hdufiger Verteil- als Aufteil-
situationen entstehen — die Kinder
somit mit ihnen mehr Erfahrungen
haben sollten —, ermoéglichen Auf-
teilhandlungen den Kindern Do-
kumentationsmoéglichkeiten, die
ihren Handlungen sehr nahe kom-
men und ihnen das Gefiihl geben,
den Uberblick zu behalten.
Handelnd werden beim Auftei-
len vom gegebenen ,Haufen“ im-
mer X in einem Griippchen zur Sei-
te geschoben. Dies wird so lange
wiederholt, bis vom ,Haufen“ kei-
ne Objekte mehr vorhanden sind.
Das Ergebnis, die Anzahl an Griipp-
chen, ist hinterher leicht zdhlend
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festzustellen. Auch zeichnerisch
lasst sich das Gruppieren beim Auf-
teilen leicht durch Einkreisen, Ver-
binden oder dhnliche Markierun-
gen bewerkstelligen.

Auch das Verteilen ist eine han-
delnde Aktion. Beispielsweise wer-
den so lange aus einer Gesamtmen-
ge Objekt reihum ausgegeben, bis
alle verteilt sind. Dieses einzelne
Vorgehen unterfordert jedoch vie-
le Kinder auf der Handlungsebe-
ne (vgl. Bonig 1995), wihrend sie
gleichzeitig tiber die Gesamtsitua-
tion nicht immer den Uberblick be-
halten: So muss hiufig tiberpriift
werden, ob in jeder einzelnen Men-
ge letztendlich genauso viele Ob-
jekte sind wie in den anderen Men-
gen. Zeichnerisch gestaltet sich
das Verteilen noch schwieriger —

Tab. 1: Zusammenhénge
von Aufteilen, Verteilen und
Multiplizieren

Tab. 2: Dynamische
und statische Divisions-
situationen

Abb. 1: Serin verteilt
zeichnerisch.
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Abb. 2: Ein Punktefeld
illustriert sowohl Mul-
tiplikations- wie Divi-
sionsaufgaben.

wenngleich es nicht unmoglich ist
und die Kinder sich hiufig erfinde-
risch zeigen (siehe Abb. 1).

Ebenso wird im Allgemeinen
davon ausgegangen, dass dynami-
sche Prozesse fiir Kinder leichter
seien als statische Strukturierun-
gen. Meine Beobachtungen zeigen
dagegen, dass die Kinder eher spe-
zifische Vorlieben haben: Wih-
rend die einen gut visuell struk-
turieren koénnen und deshalb
rdumlich-simultane Anordnungen
bevorzugen, favorisieren andere
das Sequenzielle der zeitlich-suk-
zessiv nachvollziehbaren Handlun-
gen — moglicherweise passt es gut
zu ihrer Dokumentation mittels
mehrfacher Subtraktion.

Jenseits aller Vorziige muss
das Ziel fiir alle Schiilerinnen und
Schiiler sein, flexibel zu werden
und viele verschiedene Situationen
als Divisionssituationen deuten
zu kénnen, insbesondere im Hin-
blick auf den Zusammenhang von
Multiplikation und Division. Ge-
rade in raumlich-simultanen An-
ordnungen handelt es sich oft um
unterschiedliche Sichtweisen auf
dieselben gegebenen Bedingun-
gen. So kdnnen im Punktefeld (sie-
he Abb. 2) neben Additions- sowohl
Multiplikations- als auch Divisions-
aufgaben ,gesehen” werden: 4 - 5,
5:4,2-10,20:4,20:2,20:5, ...

Durch die Verbalisierung wird
der Fokus auf die Operation ge-
legt und damit die dazu passende
Strukturierung erleichtert. Solche
Beispiele eignen sich in besonde-
rem Mafle, um den Zusammenhang
von Multiplikation und Division zu
verdeutlichen.

Beim zeitlich-sukzessiven As-
pekt wird ein ebenso wichtiger Fo-
kus deutlich: Der Zusammenhang
zur Multiplikation zeigt sich in
der Umkehrhandlung. Eine Menge
wird in gleichméchtige Teilmengen
zerlegt — Division —, die entstande-
nen gleichmichtigen Teilmengen
werden wieder vereinigt — Multi-
plikation. Erst durch diese enge
Verzahnung von Division und Mul-
tiplikation wird fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler deutlich, dass
nicht viele neue einzelne Aufga-
ben gelernt werden miissen. Wenn
4 -5 =20 bekannt ist, dann sind es
auch die Ergebnisse der Divisions-
aufgaben 20 : 4 und 20 : 5.

Wegen dieser Bedeutung der
Division als Umkehroperation zur
Multiplikation sollten Divisions-
aufgaben nicht zu frith thema-
tisiert werden. Zwar sind frithe
Handlungserfahrungen zum Auf
teilen und Verteilen wichtig, doch
eine intensive Behandlung der Di-
vision sollte erst beginnen, wenn
die Kinder eine gut ausgeprégte Si-
cherheit im Lésen von Multiplikati-
onsaufgaben haben. Erst wenn sie
die Kernaufgaben des Einmaleins
beherrschen und die meisten an-
deren Aufgaben mittels Strategien
ableiten konnen, sollten sie dieses
Wissen gezielt nutzen, um Divi-
sionsaufgaben zu 16sen. Wird die
Division dagegen bereits bei der
Erarbeitung der Multiplikation di-
rekt als Umkehrhandlung mit auf-
genommen, so miissen die Kinder
zwei neue Operationen gleichzeitig
kennen und beherrschen lernen.

In jedem Fall sollte dieses didak-
tische Hintergrundwissen nicht
verwechselt werden mit vermeint-
lich notwendigem Begriffswissen
fiir die Schiilerinnen und Schiiler.
Auf- und Verteilen werden nicht
mehr — wie es noch in den 1970er-
Jahren iiblich war — durch verschie-
dene Operationszeichen unterschie-
den (vgl. Padberg/Benz 2011). Sie
sollten auch sprachlich fiir die Kin-
der nicht unterschieden werden.

DIVISION MIT REST

Beim Dividieren, auch beim Auf-
und Verteilen, bleibt hiufig ein
Rest. Nur durch ganz bestimmte
Zahlenvorgaben der Lehrerinnen
und Lehrer ldsst sich sicherstellen,
dass gestellte Aufgaben keinen Rest
aufweisen.

Von den Schiilerinnen und
Schiilern geschilderte Alltagssi-
tuationen oder erfundene eigene
Rechengeschichten werden ver-
mutlich eher einen Rest lassen. In
der konkreten Handlung stellt die-
ser Rest fiir die Kinder meist kein
Problem dar (vgl. den Beitrag von
Silke Ruwisch auf S. 14-17). Die
Spielkarten werden einfach reih-
um bis zum Schluss verteilt oder
die Kinder nehmen sich so lange
neue Eierkartons, bis alle 26 Eier
verpackt sind.

Schwieriger gestalten sich da-
gegen andere Aspekte der Division

mit Rest: die formale Schreibweise,
die Riickinterpretation des Restes
im Situationskontext und die Doku-
mentation des eigenen Vorgehens,
des Rechenwegs und der Antwort.

Vor Einfithrung der Bruchrech-
nung ist es schwierig, Divisionsauf-
gaben mit Rest formal korrekt zu
dokumentieren. Es kdnnen grund-
satzlich die Restschreibweise, die
Zerlegungsschreibweise und die
Divisionsschreibweise unterschie-
den werden:
Restschreibweise:
13:5=2Rest3
Zerlegungsschreibweise:
13=2-5+3
Divisionsschreibweise:
13:5=2+3:5

Bei der Frage der formalen No-
tation wird inzwischen wieder
durchgidngig die Restschreibweise
verwendet. ErfahrungsgemdR be-
reitet sie auch eher den Mathemati-
kern als den Kindern Schwierigkei-
ten. Sie ist mathematisch ndmlich
nicht korrekt, weil sie gegen die
Transitivitdt der Gleichheitsrela-
tion verstof3t: Wenn gilt: 20:4 =5
und gleichzeitig 30 : 6 = 5, dann
gilt: 20 : 4 = 30 : 6. Bei Aufgaben
in Restschreibweise gilt dies aber
nicht. Zwar gilt 13 : 5 =2 Rest 3 und
15:6=2Rest 3,aber 13:5# 15:6.

Zerlegungs- und Divisions-
schreibweise dagegen sind mathe-
matisch korrekt. Die Kinder sehen
in ihnen jedoch nicht das , Ergeb-
nis“ der Divisionsaufgabe. Bei der
Divisionsschreibweise meinen sie,
noch weiter rechnen zu miissen.
Bei der Zerlegungsschreibweise
erkennen sie die Divisionsaufgabe
nicht mehr und schreiben nicht
selten wieder 13 als Ergebnis auf.
Somit sollte die Restschreibweise
mit dem Wissen um ihre begrenz-
te Reichweite fiir die Grundschul-
zeit als addquate Dokumentation
gesehen und eingesetzt werden.

Interpretation des Restes

im Situationskontext

Die angemessene Interpretation
des Rests ist schwieriger: Je nach
Fragestellung konnen drei Fille
unterschieden werden: Es entsteht
kein Rest, der entstehende Rest ist
bei der Antwort zu vernachldssi-
gen oder aber er erfordert die Er-
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héhung der Antwort um eins (vgl.
Tabelle 3).

In der miindlichen Bearbeitung
derartiger Aufgabenstellungen un-
terscheiden die meisten Kinder
gut zwischen diesen Situationen
und erkennen z.B. alle, dass Snoo-
py vier Mal laufen muss. Die Frage,
wie viele Knochen er dann jeweils
tragt, wird hingegen hiufig ausgie-
big diskutiert, ist es sachlich doch
nicht unbedingt sinnvoll, beim vor-
letzten Weg drei Knochen zu tra-
gen, wenn fiir den letzten nur noch
einer iibrig bleibt.

Unabhdngig von solchen inhalt-
lichen Einzeldiskussionen erweist
es sich als fruchtbar, den Unter-
schied zwischen vernachléssigba-
rem und nicht vernachlédssigbarem
Rest an ein und derselben Situati-
on mit der jeweils anderen Frage
zu thematisieren. Wenn 26 Eier
in Sechserkartons verpackt wer-
den, so kann einmal nach der An-
zahl voller Packungen, das andere
Mal nach der Anzahl notwendiger
Kartons gefragt werden. Ende der
zweiten oder Anfang der dritten
Klasse gelingt es den Kindern iiber-
wiegend gut, die Unterschiede zu
erfassen und sie den anderen Kin-
dern verstdndlich zu machen (vgl.
Ruwisch 2007).

Dokumentation von
Losungsweg und Rechnung
Eine besondere Herausforderung
bei Aufgaben zur Division mit Rest
liegt im Herstellen des Zusammen-
hangs zwischen notierter Glei-
chung, gedanklicher oder realer
Handlung und inhaltlicher Deu-
tung. Gerade die stirkeren Schiile-

rinnen und Schiiler mehrerer drit-
ter Erprobungsklassen zeigten sich
héiufig verunsichert: Sie empfanden
die Fragen ,Wie viele Eier bleiben
iibrig?“ oder ,Wie viele Eierkartons
werden voll?“ als auf einzelne Tei-
le der Gleichung 26 : 6 =4 R 2 ge-
richtet und deklarierten sie als pas-
send. Auch auf die Frage, wie viele
Eierkartons fiir alle Eier notig sei-
en, antworteten sie sofort richtig
mit 5. Probleme entstanden, als sie
eine Rechnung aufschreiben woll-
ten, in der diese Losung zum Aus-
druck kommt. Die Kinder waren
immer wieder der Ansicht, dass in
der schriftlichen Dokumentation
entweder ihre Rechnung oder aber
die Antwort nicht richtig sei.

Werden im Unterricht Divisi-
onsaufgaben mit Rest immer in
der Form verwendet, dass der Rest
vernachldssigbar ist, bzw. wer-
den Restaufgaben tiberhaupt nicht
kontextgebunden gestellt, hat dies
zur Folge, dass fast alle Kinder bei
Kontextaufgaben den Rest einfach
nicht beachten. Diejenigen Kinder
aber, die nicht rein schematisch
vorgehen, sondern sich tatsdchlich
inhaltlich Gedanken machen, be-
finden sich in einer Zwickmiihle:
Sie wissen nicht, wie sie die oben
geschilderte Diskrepanz bewdlti-
gen konnen und zu einer korrek-
ten mathematischen Darstellung
gelangen.

Es hilft, das Problem explizit
zu thematisieren und gemeinsame
Verabredungen fiir eine tibersicht-
liche Notation zu treffen. So kann
man voriibergehend zusitzliche
Klammern und Beschriftungen
aufnehmen (siehe Abb. 3).

volle Kartons  restliche Eier

I
26 : 6 = 4 R2
%(_/

5 Kartons notig

/

FAZIT

Damit die Schiilerinnen und Schii-
ler genauso souverdn und vertraut
mit der Division umgehen kénnen
wie mit den anderen Operationen,
bedarf es sowohl der frithen Hand-
lungserfahrungen als auch einer
intensiven Auseinandersetzung mit
dem Modellieren von Alltagssitua-
tionen und deren Dokumentation.
Am besten gelingt dies in einem
auf Diskurs und Austausch fokus-
sierten Unterricht, der auf sicheren
Grundlagen aufbaut. °
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Divisionstyp Rest Aufteilen Verteilen
kein Rest 18 Kinder sind in der Klasse. In der Sport- Vier Kinder teilen sich eine Rolle mit
stunde bilden sie 3er-Gruppen. Wie viele 36 Smarties. Wie viele Smarties bekommt
Gruppen entstehen? jedes Kind?
vernachldssigbarer 26 Eier werden in 6er-Kartons verpackt. Herr Schniittgen hat fiir den Tag der
Rest Wie viele Kartons werden voll? offenen Tiir 50 Luftballons gekauft und
damit die acht Klassenrdume geschmiickt.
In jedem Raum hangen gleich viele
Ballons. Wie viele?
nicht Snoopy will zehn Knochen in seine Hiitte Vier Kinder wollen Schwarzer Peter
vernachldssigbarer | bringen. Er kann nur drei Knochen auf ein- spielen. Ein Kartenspiel hat 33 Karten.
Rest mal tragen. Wie oft muss Snoopy laufen, Wie viele Karten bekommen die Kinder?
bis alle Knochen in der Hiitte sind?
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Abb. 3: Divisionsaufgaben,
die nicht glatt aufgehen,
sollten mit der Restschreib-
weise notiert werden.

Tab. 3: Reste und ihre
Interpretation
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