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Einsicht in
Teil-Ganzes-Beziehungen

Ubungen mit den ,Zahlenfreunden”

Andrea Peter-Koop/Thomas Rottmann Zahlzerlegungen und der Aufbau von flexiblen men-
talen Zahlvorstellungen bilden eine notwendige Basis fiir die Bewiltigung des Ubergangs von
Zahlstrategien zu Rechenstrategien.

In diesem Artikel wird zundichst gekldrt, was das L: Weil du nicht weilt, Material
Teil-Ganzes-Schema ist und welche Bedeutung es wie viele noch dazu N
fiir die Entwicklung von Zahlbegriff und Rechen- mussen? M
strategien hat. Daran anschliefSend wird das A: Ja [nickt]. Sechserfreunde

Seite 37 ff.

~

Ok. Du hast zu der
Sieben erst was dazu
getan?

. Ah. +
Um auf zehn zu kommen?

: Noch [zégert] drei.
Wie viel solltest du eigentlich dazu tun?

Ubungsformat ,Zahlenfreunde vorgestellt. An-
hand von statischen Fingerbildern werden trag-
fahige Vorstellungen zu Zahlzerlequngen in ko-
operativen Lernformen aufgebaut und die
Zerlegungen von Zahlen mit den sog.,,Freunde-
btichern“ automatisiert.

Die Karten fur die Siebener-
bis Zehnerfreunde finden
Sie zum Ausdrucken unter

. . . : Acht. ' in.
Ein Beispiel aus dem Unterricht www.foerdermagazin.de/

Angelina —eine Zweitklasslerin mit Lernbehinde-
rung in einer Grundschule mit gemeinsamem
Unterricht —hat noch erhebliche Schwierigkeiten
beim Addieren einstelliger Zahlen. Sie rechnet
diese Aufgaben auch am Ende des zweiten Schul-
jahres meist noch zahlend.Im Unterricht wurde
im ersten wie auch im zweiten Schuljahr intensiv
das schrittweise Rechnen beim Zehnerlibergang
thematisiert, d.h. der zweite Summand wird so
zerlegt, dass zundchst bis zum vollen Zehner ge-
rechnet wird und dann der entsprechende Rest
des zweiten Summanden erganzt wird.

Bei der Aufgabe 7+ 8 stockt Angelina erneut
und es ergibt sich folgender Dialog mit ihrer
Lehrerin:

L: 7+ 8.Wie rechnest du diese Aufgabe?

A: Oh Gott. Sieben [streckt sieben Finger aus]

und dann tue ich drei dazu [streckt weitere

drei Finger einzeln zu den vorhandenen sie-

ben aus], dann sind es zehn.

Mhm [nickt zustimmend]. Und dann weiter?

A: Oh Gott, ahm. Weiter. (...) Jetzt wird es

schwierig.

Warum ist es schwierig jetzt?

A: Weil, ich hatte jetzt zehn, da muss ich ja noch
eine Zahl oder mehrere Zahlen dazurechnen.
Das wird jetzt schwer.

~

~
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Genau. Drei hast du jetzt ja schon. Weilst du,

wie viel dann von der Acht noch ubrig ist?

A: Vier, funf, sechs, sieben, acht [streckt bei jeder
genannten Zahl einen Finger aus]. Finf.
Ok. Also, wie musste dein Ergebnis heillen?

: Ahm. 53. Oder umgedreht 3s.

L: Die Aufgabe hiel3 7+ 8. Und jetzt kommt 53

raus?
A: Oh, 35.

>

Angelina weil zwar grundsatzlich, dass sie den
zweiten Summanden so zerlegen muss, dass sie
zunachst bis zur Zehn kommt (ihre Reaktionen
auf ahnliche Aufgaben belegen dies). Doch der
Ausschnitt aus ihrem Gesprach mit der Lehrerin
zeigt deutlich, dass sie die gangigen Zahlzerle-
gungen noch nicht automatisiert und ihre Nut-
zung beim schrittweisen Rechnen offenbar
noch nicht verstanden hat. Zum einen muss sie
die Erganzung bis 8 (3 plus wie viel ergibt 8)
zahlend ermitteln, zum anderen deutet ihre
Antwort mit Blick auf das Ergebnis der Aufgabe
darauf hin, dass ihr nicht klar ist, dass die Zerle-
gung nicht vollstandig im Ergebnis wiederge-
spiegelt wird. Das Ergebnis ,35“ bzw.,53“ erhalt
sie durch eine ziffernweise Verkntpfung der bei-
den Zahlen 3 und 5, in welche sie die Zahl 8 zer-
legt hat.

fomg20130421.
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Teil-Ganzes-Schema

Das Teil-Ganzes-Schema bezieht sich auf die
Idee bzw. Vorstellung, dass eine gegebene Zahl
auf verschiedene Arten zerlegt und wieder zu-
sammengesetzt werden kann. Kinder, die ber
das Teil-Ganzes-Schema verfugen, konnen die
Beziehung zwischen einer Zahl (dem Ganzen)
und ihren Teilen numerisch erfassen. Sie konnen
z.B.die Zahl Acht dargestellt als Menge von acht
Objekten in Teilmengen von drei und fiinf Ob-
jekten zerlegen und erkennen, dass es nicht nur
diese Zerlegung gibt, sondern man auch in vier
und vier, sechs und zwei oder sieben und eins
zerlegen kann. Das zahlenbezogene Teil-Ganzes-
Schema organisiert das Wissen Uber die Bezie-
hungen zwischen Teilen und dem Ganzen in
Zahlentripeln wie z.B.3 - 5 - 8. Resnick sieht in
der Fahigkeit zur Betrachtung von Zahlen als
Teil-Ganzes-Beziehungen eine der groften kon-
zeptuellen Herausforderungen des Anfangsun-
terrichts (1983, S.114). Allerdings entwickeln viele
Kinder erste Einsichten zur Zerlegbarkeit von
Zahlen bereits vor Schulanfang.

Teil-Ganzes-Beziehungen im Kontext
der Zahlbegriffsentwicklung

Diagnostische Verfahren zur Zahlbegriffsent-
wicklung wie das ,,EMBI Zahlen und Operatio-
nen” (Peter-Koop/Wollring/Spindeler/GriiRing
2007) oder der Tedi-MATH (Kaufmann/Nuerk/
Graf/Krinzinger/Delazer/Willmes 2009) erfas-
sen bereits vorschulisch u.a. das Wissen Uber
Zahlzerlegungen und die Einsicht in Teil-Ganzes-
Beziehungen.

Bei der Entwicklung des entsprechenden Items
im Vorschulteil des EMBI bestand das Erkennt-
nisinteresse darin zu untersuchen, inwieweit
Kinder im letzten Kindergartenjahr vor der Ein-
schulung die Sechs jenseits der Zdhlfolge (als
Zahl nach der Flnf) betrachten und deuten kén-
nen. Da es explizites Ziel war herauszufinden, ob
Kinder in der Lage sind, sich die Sechs mental
auf unterschiedliche Art und Weise vorzustellen,
wurden als ,Material” die eigenen Finger ge-
wahlt. Bei der Darstellung mithilfe von sog.
counters” bestanden wesentliche Bedenken
darin, dass der Umgang mit den Objekten eher
zum Zahlen verleiten wirde. Untersucht wur-
den dazu in den Jahren 2005/2006 rund 850
Vorschulkinder in Kindertagesstatten in der Re-
gion Oldenburg. Wahrend erwartungsgemalfd
ein relativ hoher Prozentsatz (87 %) von Kindern
bereits ein Jahr vor Einschulung die Losung 5 +1
bzw.1+ 5 zeigen konnte, gelang das Finden ei-
ner zweiten Moglichkeit (z.B. 3 Finger der rech-

ten und 3 Finger der linken Hand) immerhin
noch knapp 40 Prozent der Kinder. Eine dritte
Moglichkeit (4 + 2 bzw. 2 + 4) konnten hingegen
nur noch 18 Prozent der Kinder zeigen. Unmit-
telbar vor Schulbeginn konnten deutliche Stei-
gerungen festgestellt werden. Eine Moglichkeit
(in der Regel 5 + 1) konnten nun 99 Prozent der
Kinder zeigen, eine zweite Moglichkeit 56 Pro-
zent und eine dritte Moglichkeit 26 Prozent
(Clarke/Clarke/GriiBing/Peter-Koop 2008).

Die Untersuchung zeigt, dass ein Grof3teil der
Kinder bereits vorschulisch erste Einsichten in
Teil-Ganzes-Beziehungen aufbaut, ein stabiles
Teil-Ganzes-Schema kann jedoch bei Schulan-
fangern sicher nicht vorausgesetzt werden und
ist im Sinne Resnicks noch zentrales Ziel des An-
fangsunterrichts. Denn ohne diese Einsicht kon-
nen jenseits von zahlendem Rechnen keine Re-
chenstrategien flr die Grundrechenarten
aufgebaut werden. Zugleich profitieren junge
Kinder offenbar von einer gezielten vorschuli-
schen Forderung dieser Kompetenz. Fischer
(1990) konnte zeigen, dass sich eine explizite
Thematisierung und Verbalisierung von Teil-
Ganzes-Beziehungen im Kindergarten nicht nur
positiv auf die Zahlbegriffsentwicklung aus-
wirkt, sondern auch auf die arithmetischen Fa-
higkeiten von Kindern beim Lésen von Textauf-
gaben zur Addition und Subtraktion und zum
Umgang mit Stellenwerten — ohne dass diese
Aspekte explizit thematisiert worden waren.

Das Teil-Ganzes-Schema und seine
Bedeutung fiir das Rechnen

Zahlen kénnen aus Zahlen zusammenge-

setzt und in Zahlen zerlegt werden. Diese
Erkenntnis ermoglicht Formen des Denkens,

die fuir das Rechnen unabdingbar sind, und ist
zentrale Voraussetzung fiir das Verstandnis von
Additions- und Subtraktionsaufgaben.

Ein fehlendes Teil-Ganzes-Schema ist eine haufi-
ge Fehlerquelle beim Losen von Additions- und
Subtraktionsaufgaben. So formulieren Schuler
zu vorgegebenen Situationen z. B. Rechenaufga-
ben wie 5 -8 = 3 (vgl. Moser-Opitz 2009). Auch
Fehler wie 87+ 8 = 98 (gerechnet liber 87+ 3 =
9o und 90 + 8 = 98) entstehen durch eine feh-
lerhafte (bzw. unterbliebene) Zerlegung von
Zahlen in ihre Teile.

Auch Additions- und Subtraktionsaufgaben mit
Zehnerlberschreitung sind ohne Teil-Ganzes-
Schema ohne Riickgriff auf das Zahlen nicht zu
I6sen, wie das Beispiel von Angelina zeigt. Nicht-
zahlende Rechenstrategien verlangen unter-
schiedliche Zahlzerlegungen eines Summanden
(vgl. Abb.1). Damit stellt eine sichere, automati-

Grundschule  www.foerdermagazin.de 042013



THEMA MATHEMATIK: UBERGANGE PRAXIS

.......................................................................................................................

sierte Beherrschung der Zahlzerlegungen der
Zahlen bis zehn eine zentrale Voraussetzung fir
die Ablosung vom zdhlenden Rechnen dar (vgl.
Schipper 2009). Ennemoser/Krajewski (2007)
haben in diesem Zusammenhang gezeigt, dass
Erstkldssler mit schwachen Mathematikleistun-

gen von einer Forderung des Teil-Ganzes-Ver-
standnis profitieren.

Schrittweises | Das Verdop- | Hilfsaufgabe

Rechnen peln nutzen

7+ 8=15 7+ 8=15 7+ 8=15

7+ 3=10 7+ 7=14 7+10=17

10+ 5=15 14+ 1=15 17— 2=15

Zerlegung der | Zerlegung der | Zerlegung der

8in3undsg 8in7und1 10in 8 und 2 Abb. 2

Abb. 1 Strategieabhdingige Zahlzerlegungen

Einsicht in Teil-Ganzes-Beziehungen wird Ubri-
gens auch bei verschiedenen Typen von Textauf-
gaben verlangt, in denen nach verschiedenen
Mengen wie der Summe, der Differenz, der
Startmenge oder der Austauschmenge gefragt
wird (vgl. Stern 1994).

Aufbau des Teil-Ganzes-Schemas

Schiler mit Rechenschwachen fallen auch ge-
gen Ende der Grundschulzeit haufig noch da-
durch auf, dass sie nicht sicher die Zerlegungen
der Zahlen bis 10 auswendig beherrschen (vgl.
Schipper 2009). Im Hinblick auf die Pravention
von Rechenstérungen sollte daher ein zentrales
Ziel des Anfangsunterrichts darin bestehen,
dass Schiler zum einen tragfahige Vorstellun-
gen zu den Teil-Ganzes-Beziehungen von Zahlen
aufbauen und zum anderen die Zahlzerlegun-
gen samtlicher Zahlen bis 10 automatisieren so-
wie sicher und flexibel beim Rechnen nutzen
kénnen. Fur die praktische Arbeit hat es sich be-
wahrt, einen Begriff wie den der ,Zahlenfreunde”
einzufiihren und so die Zerlegung von Zahlen in
andere Zahlen fur Kinder leicht ansprechbar zu
machen —z.B.3 und 5 als zusammengehorige
Zahlenfreunde der 8.

Ein sehr geeignetes kooperatives Ubungsformat
sowohl flir die Entwicklung von Vorstellungen
zu Zahlzerlegungen als auch zu deren Automa-
tisierung sind Zahlzerlegungen an den Fingern
(siehe auch Schipper 2009 sowie Schipper/
Wartha/von Schroeders 2011).

Gerade rechenschwache Schiiler nutzen beim
Rechnen in aller Regel ihre Finger, dies allerdings
in den meisten Fallen dynamisch als Zahlhilfe
durch das Ausstrecken einzelner Finger zur Be-
gleitung des Z3hlprozesses. Beim Ubungsfor-
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mat erlernen die Kinder einen anderen Umgang
mit ihren Fingern. Mit Hilfe eines Stifts werden
die Finger in zwei Teilmengen zerlegt; das Kind
nennt die entsprechende Zahlzerlegung (z.B. 6
und 2 wie in Abb. 2). Die Finger werden nun sta-
tisch genutzt —ihre Anzahl links und rechts vom
Stift kann auf einen Blick erfasst werden.

Ein wichtiger Schritt hin zur Automatisierung
der Zahlzerlegungen besteht darin, die Kinder
bei einer schrittweisen Ablosung von der zah-
lenden Erfassung der Teilmengen und einer
konkreten Verwendung der Finger zu unterstit-
zen. Grundlegend dafur ist das sog. Vier-Phasen-
Modell in Abb. 3, wobei der konkrete Umgang
mit Fingerdarstellungen (oder mit einem ande-
ren Material) zunehmend in die Vorstellung ver-
lagert wird.

Veranschaulichung
der Zerlegung der Acht in
sechs und zwei Finger

Abb. 3

Das Vier-Phasen-Modell
zum Aufbau von Grund-
vorstellungen (nach Schip-
per et al. 2om, 5. 113 und
Wartha/Schulz 2012, S. 63)

Phase 1

bzw. die zugehorige Aufgabe notiert.

Handlung am Material mit Versprachlichung

In der ersten Phase handelt das Kind am Material und beschreibt
dabei seine Handlungen. Die Handlungsebene wird auf die Sym-
bolebene lbertragen, indem das Kind den zugehorigen Term

Phase 2

Anweisungen ausgefihrt wird.

Beschreibung der Materialhandlung mit Sicht auf das Material

In der zweiten Phase handelt das Kind nicht mehr selbst, sondern
beschreibt die Handlung am sichtbaren Material fiir einen
Partner/die Lehrkraft und beobachtet, wie diese nach seinen

Phase 3

wird.

Beschreibung der Materialhandlung ohne Sicht auf das Material
In der dritten Phase ist das Material zwar noch auf dem Tisch,
doch durch den Einsatz einer Trennwand flr das Kind nicht sicht-
bar. Ohne Sicht auf das Material beschreibt das Kind die Mate-
rialhandlung, die von seinem Partner/der Lehrkraft umgesetzt

Phase 4
Vorstellung

Beschreibung der Materialhandlung ,,nur“ noch in der

In der vierten Phase I0st das Kind die Aufgabe auf der symbo-
lischen Ebene und stellt sich ggf. dabei noch die zugehorige
Materialhandlung vor und beschreibt diese.
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Abb. 4
Das Zahlenfreundebuch
mit der 8

An die 0.g. Ubung (Legen eines Stifts zwischen
die Finger, Phase 1) schlieRen sich weitere Ubun-
gen an, in denen ein Kind nur noch die eine Zahl
sagt (ohne Legen des Stifts) und der Partner den
passenden Zahlenfreund nennt. Dabei kdnnen
die Finger noch sichtbar auf dem Tisch liegen
(Phase 2) oder mit einem Tuch abgedeckt wer-
den (Phase 3).

Vorlagen zur Herstellung
der Freundeblcher fur die Zahlen
7 bis 10 sind als Download erhaltlich:
www.foerdermagazin.de/
fomg20130421.

Zur Herstellung der Zahlenfreunde-
blicher werden Vorlagen beidseitig
ausgedruckt und dann laminiert.
Die einzelnen Karten werden
ausgeschnitten und kénnen
mit einer Ringbindung als Buch

Achterfreunde %

gebunden werden (s. Abb. 4).
Bei jeder Karte ist auf der Vorderseite
eine Zahl abgebildet. Darunter befin-
det sich als zusatzliche Hilfestellung
jeweils eine passende Darstellung der
Zahlzerlegung an den Fingern. Das
Kind nennt den passenden Zahlen-
freund (mit oder ohne Blick auf die
zeichnerische Fingerdarstellung) und
kontrolliert dies auf der
Kartenriickseite.

Abb. 5 Zerlegung der Acht mit den Zahlenfreunden — Beispiel mit Vorder- und Riickseite

24

Zur Unterstiitzung des Auswendiglernens
(Grundlage fiir Phase 4) sind die Freundebiicher
fir die Zerlegungen der Zahlen bis 10 hilfreich.
Auf der Vorderseite wird eine Zahl abgebildet;
das Kind nennt den entsprechenden Zahlen-
freund und kontrolliert dies auf der Ruckseite
(vgl. Abb. 4 und s5). Eine Vorlage zur Herstellung
eines Freundebuchs fir die Zahl 6 finden Sie un-
ter der Rubrik ,Fir alle Falle®, S. 37 ff., die fur die
Zahlen 7-10 im Internet unter www.foerderma-
gazin.de/fomg20130421. Die Kinder kdnnen da-
bei die Zerlegungen rein auf der symbolischen
Ebene tiben oder bei Bedarf auf die zeichneri-
sche Darstellung der Finger zurlickgreifen.

Verwendung der Zahlzerlegungen
beim Rechnen

Wir haben bereits die Bedeutung des sicheren
Beherrschens der Zahlzerlegungen flr das
nicht-zahlende Rechnen dargelegt. In der prakti-
schen Arbeit gerade mit rechenschwachen
Schiilerinnen und Schiilern zeigt sich jedoch
haufig, dass die Kinder zwar die Zahlzerlegun-
gen erlernen, diese dann aber nicht selbststan-
dig beim Rechnen anwenden. Ein gutes Beispiel
hierfiir ist Aylin, eine Drittklasslerin mit ausge-
pragten Schwierigkeiten beim Mathematikler-
nen.Zwar hat Aylin ausgiebig Zahlzerlegungen
gelbt und kann diese in der Forderung sicher
und flexibel nennen. Soll sie beim Rechnen
jedoch 8 addieren, zerlegt Aylin diese Zahl
spontan immer in 4 und 4 (hier dominiert mog-
licherweise die auswendig beherrschte Halbie-
rungsaufgabe) und wahlt damit eine fiir viele
Aufgaben unpassende Zerlegung. So rechnet sie
z.B.7+8 Uber7+4+4.

Fir die Entwicklung nicht-zahlender Rechen-
strategien ist es zentral, dass die durchgeftihr-
ten bzw. beschriebenen Materialhandlungen
strukturell mit den angestrebten Kopfrechen-
strategien tibereinstimmen (vgl. Schipper 2009).
Fir die Strategie ,Schrittweises Rechnen (7 + 8
liber 743 =10,10 + 5 = 15) bietet sich die Arbeit
mit dem Rechenrahmen an, wobei der 2. Sum-
mand zerlegt und die entsprechenden Teile
nacheinander hinzugefligt werden. Hierbei ist
es empfehlenswert, an dieser Stelle gezielt auf
die Bedeutung einer flexiblen Zerlegung der
Zahlen fur das Rechnen einzugehen. Eine gute
Gelegenheit stellen dabei verschiedene Aufga-
ben mit demselben zweiten Summanden dar:
L,Wir rechnen bei den nachsten Aufgaben im-
mer plus acht: 7+ 8,4 + 8,5+ 8 ... Welche Zah-
lenfreunde der Acht brauchst du jeweils?“ Bei
Bedarf kénnen die jeweils bendtigten Zerlegun-
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gen mit einem Stift an den Fingern gezeigt wer-
den. Die Bedeutung der Zahlzerlegungen beim
Rechnen kann auch durch ein entsprechendes
Einfarben in der symbolischen Notation ver-
deutlicht werden. Dabei markieren die Kinder
den zweiten Summanden sowie dessen Zerle-
gung in die passenden Zahlenfreunde in ihrer
Rechnung (siehe Abb. 6).

| +E —|\| S

I =10

110 | Hi# =| 1|5

Abb. 6 Veranschaulichung der Zerleqgung des zweiten
Summanden

Angelina konnte von der Ubung der Zahlzerle-
gungen mit Hilfe der Zahlenfreunde profitieren
und diese Strategie auch auf die Addition zwei-
stelliger Zahlen lbertragen. Rund ein halbes
Jahr nach dem Gesprach mit der Lehrerin kom-
mentierte sie ihre Strategie zur Losung der Auf-
gabe 35 +17:,,Ah, ich weild wie das geht. 35 plus
10 ist leicht und dann rechne ich mit den Sie-
benerfreunden.” In der Tat gelang ihr die kor-
rekte Losung mit den Zwischenschritten von
35+10=45,45+5=50,50+2=52.
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