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Silke Ruwisch

Keine Zahl steht fiir sich allein

Von direkten zu relationalen Zahlvorstellungen

Die meisten Kinder bauen schon vor der Schule Vorstellungen zu der Reihenfolge von
Zahlen und von Anzahlen auf: Was kommt nach 3? Wie viele Finger sind es? Im Mathematik-
unterricht missen Zahldarstellungen und -vorstellungen dann bewusst thematisiert und
systematisiert werden, um zum einen die ersten Vorstellungen anzureichern und zum

anderen den Umbau von direkten, noch unverbundenen zu strukturierten und relationalen

Vorstellungen anzuregen.

Kinder begegnen Zahlen zundchst verbal als Ordinal-
zahlen: Das Aufsagen der ersten Zahlworter beim Ver-
stecken-Spielen ist allerdings noch mit dem Aufsagen
eines auswendig gelernten Gedichts zu vergleichen und
[dsst nicht auf eine Vorstellung von Zahlen schlief3en.
Auch wenn Kinder die ersten kardinalen Aussagen ma-
chen, wenn sie zum Beispiel drei Finger hochhalten, um
das eigene Alter anzugeben, vergeben sie im Prinzip nur
eine Art Label, weisen sich also eine Eigenschaft zu und
verbinden damit noch keine Vorstellung von Anzahlen.

Kardinale und ordinale Zahlvorstellungen

Auch wenn wir bei den oben beschriebenen friihen Be-
gegnungen mit Zahlen noch nicht von Zahlvorstellungen
der Kinder ausgehen kénnen, werden doch schon zwei
fur die Zahldarstellung und Zahlvorstellung wichtige
Zahlaspekte deutlich: der linear-ordinale und der kardi-
nale Aspekt, die beide zum Ab- und Auszahlen konstruk-
tiv miteinander verbunden werden mussen. Beide Zahl-
aspekte spielen eine wesentliche Rolle beim Ausbau der
ersten Zahlenrdume: Nach 3 kommt 4 und vor 8 steht 7.
Vorgédnger und Nachfolger geben an, an welcher Posi-
tion eine Zahl in der gesamten Zahlenreihe sich befindet.
Wahrend am Anfang noch die einzelne Zahl fiir die Kin-
derim Vordergrund steht, wird im Verlauf der Grundschul-
zeit die Position in Beziehung zu anderen Zahlen immer
wichtiger: Ist 178 ndher an 170 oder an 180? Ist sie ndher
an 100 oder 200? Auch fiir kardinale Vorstellungen gilt:

Je gréBer die Zahlen, umso mehr verliert die Einzelzahl
an Bedeutung und umso wichtiger werden Strukturen
und Beziehungen. Fir Mengen bis zu einer Anzahl von
10 oder 20 kennen wir viele Reprdsentanten. Aber haben
Sie genauso reichhaltige kardinale Vorstellungen zu 283?
Als Lehrkraft werden Sie vielleicht das Bild von zwei Hun-
derterplatten, acht Zehnerstangen und drei Einerwirfeln
hervorrufen, aber damit haben Sie schon eine Strukturie-
rung in die Stellenwerte vorgenommen. 283 Einerwirfel
sind dagegen nicht vorstellbar, jedenfalls nicht in dem
Sinne, dass diese Anzahl auch nur ansatzweise von ande-
ren Anzahlen unterschieden werden kann.

Direkte und relationale Zahlvorstellungen

Es hat sich als hilfreich erwiesen, zwischen direkten und
relationalen Zahlvorstellungen zu unterscheiden, weil so
unterschiedliche Sichtweisen deutlich werden und weil
sich direkte und relationale Zahlvorstellungen in ihrer
Anwendbarkeit und Flexibilitat unterscheiden. Den-
noch sind die Uberginge flieBend, wie die Beispiele ver-
deutlichen werden.

Direkte Zahlvorstellungen
zu kleinen Zahlen
Direkte Zahlvorstellungen beziehen sich zundchst auf klei-

ne Anzahlen: So fallen uns zur Zahl 6 viele verschiedene
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1 Serins Ideen
zur Sechs: Sie
bertcksichtigt
verschiedene
Zahlaspekte
und stellt auch
schon Bezie-
hungen dar.

Bilder ein, die auch im Anfangsunterricht im Zahlenalbum
(vgl. Geering 1994) die Seite zur ,6” schmiicken kénnen
(Abb. 1). Wie die Beispiele auf Serins Doppelseite deutlich
werden lassen, hat das Madchen unterschiedliche Repra-
sentanten furr 6 gefunden. (Indem sie 6 zerlegt, verdoppelt
oder im Rechenpackchen einsetzt, beschreibt sie auch be-
reits Beziehungen zu anderen Zahlen.)

Werden Zahlen der Reihe nach aufgeschrieben oder
wird die Zahlworterfolge aufgesagt und somit der ordina-
le Zahlaspekt betont, sind Zahlvorstellungen anfangs oft
ebenfalls noch konkret und direkt: Auch wenn mehrere
Zahlen aufgefiihrt werden - Serin schreibt die Zahlen von
0 bis 9 —, wird mit ,sechs” eher die konkrete, geschriebene

,6" an ihrem festen Platz assoziiert, als dass der Fokus auf
den Zusammenhangen zwischen den Zahlen ldge.

Zahlvorstellungen zu grof3en Zahlen

Auch zu ausgewahlten gréBeren Zahlen bilden wir im
Laufe der Zeit direkte Zahl- und Gré3envorstellungen aus:
1000 Tage - ca. 3 Jahre; 1000 1-Cent-Miinzen - ungefahr
2,5 Kilogramm, so viel wie ein Sack Kartoffeln. Zwar haben
Kinder hier ganz unterschiedliche personliche Vorlieben,
doch sollten insbesondere die Zehnerpotenzen im Un-
terricht thematisiert werden. Durch entsprechende An-
regungen lassen sich zu 100 oder 1000 direkte Zahl- und
GroBenvorstellungen entwickeln (s. Kasten), die dann -
und dies zeichnet 100 und 1000 gegentiber anderen, in-
dividuell gewahlten Zahlen aus - als rechnerisch einfach
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handhabbare Stlitzpunkte und Vergleichswerte dienen
kdnnen.

Weitaus héufiger stellen wir uns jedoch ,unvorstellbar
groBBe” Zahlen indirekt vor, indem wir sie aus vorstellbaren
Zahlen und Gréen zusammensetzen, sie uns quasi porti-
onieren: Wie viel sind eigentlich 1000 Kinder? - 25 Kinder
in einer Klasse, 100 Kinder in einem Jahrgang, 400 Kinder

Wie viel ist 1000?

- WiehochisteinTurm aus 1000 1-Cent-Miinzen?

- 1000 Autos stehen in einem Stau.
Wie lang ist der Stau?

- 1000K&stchenim Rechenheft-wieviele Seiten?

- Uber wie viele Seiten geht eine Geschichte mit
1000 Wortern?

- 1000 Buchstaben in dem Buch, das du gerade
liest: Wie viele Seiten sind das?

- Wie lange brauchst du fiir 1000 Schritte?

- Wie lang sind 1000 Sekunden, 1000 Minuten,
1000 Stunden, ...?

- Angenommen, du trinkst taglich einen
halben Liter Milch. Wie lange brauchst du
fur 1000 Liter?

- Was kann man fiir 1000 Euro kaufen?

- Wie viel sind 1000 Kilogramm? Wie viele
Kinder, wie viele Autos?

- 1000 Gummibéarchen - wie viele Tliten?
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Relationale Zahlvorstellungen

Das Zerlegen groBer Zahlen in Gberschaubare und vor-
IZ' |Z| stellbare Mengen stellt bereits ein sehr elaboriertes Vor-
gehen zur Veranschaulichung von Zahlen dar. Dazu

mussen multiplikative Zusammenhdnge erkannt und

| -

| genutzt werden. Uberschlagendes Rechnen ist ebenso
notwendig wie ein Gefiihl fir vorstellbare Mengen und
deren Passfahigkeit zur Situation wie zur Ausgangszahl.

[
[o] []

2 Egal wie lang das Zahlenband insgesamt ist, beide Male liegt die 6 Viele Beziehungen zwischen Zahlen und Grof3en, situa-
rechts von der Mitte.

tive Bedingungen und die eigenen Vorstellungen sowie
Rechenfdhigkeiten missen somit beriicksichtigt werden.

Doch Beziehungen zwischen Zahlen missen nicht

Theoretische Mehrdeutigkeit immer derart komplex sein. Weil relationale Zahl-

strukturierter Diagramme vorstellungen bei grof3en Zahlen unabdingbar werden,
Strukturiertes ist es sogar notwendig, sie bereits in kleinen Zahlen-
Diagramm

raumen zu thematisieren. Dabei sollten unterschiedliche

Beziehungen fokussiert werden:

N

||||||||||||||||||||||||||||||||||||| - Um ordinale Relationen zu betrachten, werden Zah-

len und Positionen nicht einfach direkt zugeordnet.
| || | | | Wichtiger ist der (relative) Abstand der Zahlen zu-
einander. Je nach Skalierung kann die 6 das eine Mal

) doppelt so weit entfernt sein von der 0 wie das an-
Mathematische

Zeichen und
Operationen

dere Mal, aber immer wird sie auf der Strecke von 0
bis 10 eine Position ein wenig rechts von der Mitte

. D 5-_|=3 einnehmen (Abb. 2).
=7 _2=33 Wird diese Relativitat bewusst und friih thematisiert,
35-2= D ’ x indem sie beispielsweise wie im Schulbuch ,Mathe-
115-2= |:| i matikus” (Lorenz 2000) in die Geschichte von Gul-

B0 S0 300 liver bei den Riesen und Zwergen eingebunden

wird, kdnnen sich die Schilerinnen und Schiiler all-
5000 — 2000 = 3000

50-20= [ ]

250-20=230

mahlich von den direkten Vorstellungen |6sen. Erst

dann kénnen der leere Rechenstrich sowie der Zah-

~
~

A
1
1
. lenstrahl ihre Starke als Denkwerkzeug entfalten

15-02=13 und letztlich eine Vielzahl an Beziehungen und die
strukturelle Ahnlichkeit der Zahlenrdume verdeut-
lichen (Abb. 3). Wird der Zahlenstrahl dagegen in

den ersten Schuljahren durchgehend mit allen Ska-

2,35-0,02=2,33

Abbildung aus Steinbring (1994), S.18.

3 Am Zahlenstrahl lassen sich viele Relationen erkennen, lierungsstrichen und Zahlen verwendet, bleiben
auch Analogien. die Kinder einer direkten Vorstellung verhaftet und
werden bei groBeren Zahlen die Positionen ledig-

lich zdhlend bestimmen.

an einer Grundschule. 1000 Kinder also ungeféhr die Kin- - Bei der Untersuchung kardinaler Beziehungen geht
der von zwei bis drei Grundschulen. Selbstverstandlich es vor allem um Teil-Ganzes-Strukturen: Im klei-
sind die Schritte bei einem derartigen Hochhangeln ab- nen Zahlenraum sollen alle Zerlegungen der Zah-
hangig von den eigenen BezugsgréBen. Die Vorstellung len bekannt sein und genutzt werden, auch die
wird eine andere sein, wenn man in einer einziigigen Zusammenhadnge zwischen den Zerlegungen. Wéh-
Dorfschule oder in Berlin an der sechsjdhrigen Grund- rend beim ,Plattchen werfen” Zerlegungen zufallig
schule unterrichtet. entstehen, konnen Beziehungen systematisiert und
42 Grundschule Mathematik |44 12015
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4 Teil-Ganzes-Beziehungen
zufdllig und systematisch.

Vollstandigkeit der Zerlegungen erreicht werden,
indem man beispielsweise ausgehend von flnf ro-
ten Wendeplattchen (5+ 0) nach und nach immer
ein Plattchen umdreht und dadurch zu den Zer-
legungen4+1,3+2,2+3,1+4und0+5kommt
(Abb. 4).

Bei groBeren Zahlen ist als kardinale Teil-Ganzes-
Beziehung vor allem die Zerlegung in die Viel-
fachen der Zehnerpotenzen zu thematisieren.
Insbesondere das Dienes-Material ist fur die Er-
arbeitung dieser Zahlvorstellung hilfreich, da es die
Strukturen hervorhebt (vgl. ,Wenn Zahlen nicht be-
greifbar werden” auf S. 20). Auf der enaktiven Ebe-
ne kann so das Verstandnis fiir das dezimale Stel-
lenwertprinzip aufgebaut werden. Zwar kénnen
zundchst beliebig viele Hunderterplatten, Zehner-
stangen oder Einerwirfelchen gelegt werden, aber
notieren lassen sich nur maximal neun gleichartige
Objekte. Sobald es zehn oder mehr Stangen sind,
werden diese zu einer neuen Hunderterplatte zu-
sammengefasst - es wird gebiindelt.

Sowohl die fortgesetzte Blindelung als auch das
Stellenwertprinzip — die Ziffer 2 bedeutet an der
Zehnerstelle 20, an der Hunderterstelle 200 und
an der Einerstelle 2, obwohl sie immer gleich aus-
sieht- sind unabdingbar, um das Notationssystem
unserer Zahlen zu verstehen. Erst wenn diese Prin-
zipien gesichert sind, ist es sinnvoll, auf der sym-
bolischen Ebene Beziehungen zwischen Zahlen zu
betrachten und beispielsweise Auswirkungen von
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Veranderungen einzelner Ziffern zu untersuchen.
Werden in einer Stellentafel Plattchen verschoben,
dann handelt es sich um ausgesprochen abstrak-
te Zahlmanipulationen: Ein und dasselbe Plattchen
bekommt durch das Verschieben einen anderen
Wert. Hier wird also keineswegs eine handlungs-
gebundene Zahlvorstellung erzeugt, sondern
eine ausgesprochen abstrakte, rein mentale Be-
trachtung vorgenommen. Als Vorbereitung fir Vor-
stellungen auf symbolischer Ebene eignen sich Un-
tersuchungen der Zahlen und ihrer Ziffern an der
Hundertertafel. Uber die Spalten und Zeilen kann
der Blick auf die Zehner- und Einerstellen gelenkt
werden, gleichzeitig sind an der Hundertertafel die
Positionen der Zahlen erkennbar. Analogien wer-
den noch einmal anders wahrgenommen. Die bei-
den Vorstellungen ,3, 13, 23, 33, ... als Weg auf der
Hundertertafel” oder ,3, 13, 23, 33, ... als drei Einer
liegen da und es wird immer eine Zehnerstange
mehr dazugelegt” sind gleich wichtig. Zusammen
ergeben sie ein runderes Bild.
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