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Aus dem Ausbildungscurriculum

Messen S|

Ziel: Die LiV durchlaufen die Planungsphasen eines Unterrichts, der in die metrische
Geometrie in der Sekundarstufe Il (als Beispiel fur die Leitidee Messen) einfuhrt.

Sie entwickeln schulergerechte Zugange zum Skalarprodukt und zum
Vektorprodukt und erkennen den Nutzen der geometrischen Interpretationen dieser
Verknupfungen zur Losung von typischen Fragestellungen aus der analytischen
Geometrie.

Diese Aufgabenstellungen werden durch geeignete Modelle, die SuS wahrend des
gesamten Unterrichts zur analytischen Geometrie begleiten konnen, visualisiert. Es
wird anhand der Modelle aufgezeigt, dass ein geometrisches Abstandproblem auf
verschiedene Weisen gelost werden kann. Auf die Dokumentation von
Losungswegen in der Geometrie wird eingegangen.

Zur Visualisierung wird ebenfalls das dynamische Geometrieprogramm Geogebra
verwendet.
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Das Ausbildungscurriculum im Fachportal: IQ.S H ﬁ. ¥
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Ablauf

¢ Aktuelles und Allgemeines

* MESSEN in der Sek |l

» Unterrichtsbesuch und Besprechung
¢ Produkte mit Vektoren

¢ Mittagspause

s Abstande
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Aktuelles und Allgemeines




Ausbildungsveranstaltungen im 2. Halbjahr

Mi, 18.02.2026
Mi, 18.03.2026
Osterferien

Mi, 29.04.2026
Mi, 27.05.2026
Mi, 24.06.2026

AV11 Modellieren Prasenz
AV12 Unterrichtsplanung Sek Il Prasenz
AV15 Lernumgebungen, Aufgabenkultur online

AV13 Raum und Form, Begriffsbildung Prasenz

AV14 Raum und Form, Argumentieren Prasenz

Jule (?)
Sten

online
Anneke

XY
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MESSEN in der Sek ||




Kernideen des Messens

Kernidee — noch unmathematisiert

Mathematische Prizisierung

Man kann Objekte und Phidnomene der
Welt nach ganz unterschiedlichen Eigen-
schaften vergleichen. Manchmal kann man
das so tun, als ldgen die Objekte sortiert
hintereinander, wie die Zahlen auf einem
Zahlenstrahl (z. B. bei Lange oder Gewicht).
(Modellieren von Eigenschajften durch Zahlen)

Messen ist eine Abbildung von einer Ob-
jektmenge in einen Grofienbereich (z.B. die
Lingen, die dhnlich wie die positiven reel-
len Zahlen strukturiert sind). Das Operieren
in der Objektwelt (also z.B. das Zusammen-
fassen von Objekten), sollte dabei immer zu
sinnvollen Operationen im Grofienbereich
ftihren (also z.B. zur Addition).

Will man die Grofie eines Objektes zahlen-
mdfiig erfassen, so wdhlt man ein ,kleines”
Vergleichsobjekt und fragt, wie oft es in das
zu erfassende Objekt passt. Geht das nicht
auf, so kann man versuchen, das Vergleichs-
objekt in kleinere aufzuteilen (,Verfeinern®)
und mit diesen weiter zu arbeiten.
(Einheitenkonzept und Passen-In-Vorstellung)

Zu einer zahlenmadfliigen Angabe fiir eine
Grofie kommt man, indem man eine
Einheit im Groflenbereich auswdhlit und
danach fragt, wie oft die Einheit in die
Grofie passt. Einheiten sind i. A. willkiir-
lich, mitunter kann man sie durch Division
verfeinern.

Fiir die Verstdndigung liber Grdfien ist es
ntitzlich, sich auf moglichst einfache, sta-
bile, praktische und vor allem gemeinsame
Einheiten zu einigen.

(Nutzen von Standardeinheiten)

Zur Messung physikalischer Grofien bedient
man sich weltweit normierter Standardein-
heiten.
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Die Leitidee MESSEN

Aus den Bildungsstandards Sek | (2022)

Die Leitidee Groften und Messen umfasst das Bestimmen und Deuten von Grolden unter
Berucksichtigung des Grundprinzips des Messens. Dabei spielen neben Langen-, Flachen-
und Volumenmessungen weitere Grolien wie Winkel und Zeitspannen sowie die
BerlUcksichtigung der Sachsituation einschliel3lich Vorstellungen uber geeignete

Reprasentanten eine Rolle.

Aus den Fachanforderungen Sek |l

In der Oberstufe wird das Messen als universelles Werkzeug zum Quantifizieren und
Vergleichen um die Ableitung, das Integral sowie das Skalar- und Vektorprodukt erweitert.
Die Leitidee Messen ist in besonderem Malte mit anderen Leitideen verknupft. ?

|IQ.SH =& ¥

Institut fir Qualitatsentwicklung
an Schulen Schleswig-Holstein




Was sollen sich Lernende unter einem
Vektor vorstellen?




Was sollen sich Lernende
unter einem Vektor vorstellen?

» Geometrische Auffassung von Vektoren als Klassen gleich langer,
paralleler und gleich gerichteter Pfeile: Pfeilklassenauffassung

» Arithmetische Auffassung von Vektoren als n-Tupel (speziell Paare
und Tripel) reeller Zahlen: n-Tupel-Auffassung

» Auffassung von Vektoren als Elemente eines (axiomatisch
begrundeten) Vektorraumes: Vektorraumauffassung

|IQ.SH =& ¥
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Lambacher Schweizer — Mathematik fur Gymnasien,
Gesamtband Oberstufe mit CAS (2008)

In der analytischen Geometrie meinen wir mit dem Begriff Vektor eine Verschiebung.
Die Eigenschaften und Gesetze fiir Verschiebungen gelten auch fiir viele andere Objekte.
Solche Objekte nennt man allgemein Vektoren und eine Menge von solchen Objekten
bezeichnet man als Vektorraum.

Definition: Eine nicht leere Menge V nennt man einen Vektorraum und ihre Elemente
Vektoren, wenn
1. es eine ,,Addition* gibt, die Elementen a, beV jeweils genau ein Element 2 + beV
zuordnet, und hierbei gilt:
1.1 Es gibt ein ,,Nullelement“ 0 € V mit a+0 =2 firalle a e V.
1.2 Zujedem @ €V gibt es ein ,,Gegenelement —a € V mit a + (-a) =0.
1.3 Fiiralle @,b,ceV gilt: a + (b+C)=(a+b)+C (Assoziativgesetz)
1.4 Firalle a,beV gilt: a+b=b+3 (Kommutativgesetz)
2. es eine ,,Multiplikation* gibt, die jeweils einer reellen Zahl r und einem Element a € V
genau ein Element r-a € V zuordnet, und hierbei gilt:
2.1 Firalle reR, @,beV gilt: r-(a+b)=r-a+r-b und s g

stindig bekannt, wenn man

firalle r,seR, @aeV gilt: (r+s)-a=r-a+s-a (Distributivgesetze) | die Menge der Vektoren V
und die beiden Verkniipfun-

2.2 Firalle r,seR, aeV gilt: r-(s-aQ)=(r-s)-a (Assoziativgesetz) | gen + und - kennt.
s o 1. . Man gibt deshalb oft einen 33
23 Firalle aeV gllt' l-a=4a Vektorraum in der Schreib- !oS H ﬁ*
weise (‘/’ +, ) an. Institut fiir Qualitatsentwicklung

an Schulen Schleswig-Holstein




LS — Mathematik Oberstufe Einfuhrungsphase (2013)

Bisher wurden mithilfe von Koordinaten die Lagen von Punkten beschrieben.
Im Folgenden wird gezeigt, wie man die Verschiebung von Punkten mathematisch beschreiben
kann.

Wie man von einem Ausgangspunkt P zu Ax,
einem Zielpunkt Q mit einer Verschiebung gL
gelangt, kann man so beschreiben (Fig. 1):
Man erreicht den Punkt Q, wenn man vom | G
Punkt P aus zwei Einheiten in Richtung der | S
x-Achse geht und anschliefend drei Einheiten Ugl -
in Richtung der x,-Achse geht. - S
Diese Verschiebung bezeichnet man als Vek- . 2+ R
tor und schreibt kurz (%) ' . : W . . . X4
Weil dieser Vektor von P nach Q fiihrt, 6 | -4 _;'2 0] 2 | vy g 1 |
schreibt man auch ﬁ}) = (%) gl =
v 3-(3)

Man sagt: 41— X
Der Vektor W}) hat die x,-Koordinate 2 und die
X,-Koordinate 3. A

...8 =

Fig. 1

Der Vektor R_)’ = (%) beschreibt nicht nur, wie man zum Ausgangspunkt P den Zielpunkt Q
erhélt, sondern auch, wie man in Fig. 1 zum Ausgangspunkt R den Zielpunkt S, zum Ausgangs-
punkt T den Zielpunkt U, zum Ausgangspunkt V den Zielpunkt W und zum Ausgangspunkt X den
Zielpunkt Y erhalt.

Deshalb bezeichnet man Vektoren auch allgemeiner durch kleine Buchstaben mit einem Pfeil.

In Fig. 1 gilt: §=ﬁj=i€§=ﬁ=m=x_v’=(2).

3
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Elemente der Mathematik — EinfUhrungsphase S-H (2012)

1 Das Dreieck ABC mit A(0|0]1), B(2|-2]5) und C(0|-4|1,5) wird so parallel verschoben, dass der

Bildpunkt von A die Koordinaten A’(-3|4]3) hat.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Bildpunkte B’ und C'. Zeichnen Sie auch beide Dreiecke und die
Verschiebungspfeile in ein Koordinatensystem.

b) Angenommen, ein Roboter soll die gleiche Verschiebung wie in Teilaufgabe a) mit einem beliebigen
Gegenstand ausfiihren. Welche Informationen zu der Verschiebung kann man ihm geben?

X3

Vektor
In Aufgabe 1 haben wir die Verschiebung durch drei Zahlenangaben beschrieben: 3 Einheiten weiter #%

hinten, 4 Einheiten weiter rechts und 2 Einheiten weiter oben. Da diese Angaben eine Verschiebung be-
-3
Z
2

schreiben, fasst man sie in einer Spalte mit Klammern zusammen:

Definition 1
(1) Ein Vektor mit drei Koordinaten ist ein geordnetes Zahlentripel, das wir als Spalte schreiben.
Zur Abkiirzung bezeichnen wir Vektoren mit kleinen Buchstaben und einem dariiber gesetzten

7 -
Pfeil, zum Beispiel a = ( 3), b=
=2

=4
1 ) Man wdhlt die Spaltenschreibweise,
=5 damit keine Verwechslung mit
Punktkoordinaten vorkommt.

0
(2) Der Vektor © = (0) heiRt Nullvektor.
0
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Mathematik Neue Wege

Lineare Algebra | Analytische Geometrie (2010)

. Mithilfe des Koordinatensystems kinnen Sie bereits geometrische Objekte

Was Sie erwartet

durch Zahlen beschreiben und in Schrigbildern anschaulich darstellen. In diesem

Lemabschnitt werden Sie mit dem Vektor einen weiteren Begriff kennen lernen, mit

dem viele geometrische Frage- und Problemstellungen mit rechnerischen (alge-

braischen) Methoden bearbeitet werden konnen. Die Grundidee ist dabei recht ein-

“ach: Die schon bekannten Zahlenpaare (x |y) und Zahlentripel (x |y | z) werden nun

wicht mehr nur als Beschreibung von Punkten
im ebenen und rdaumlichen Koordinatensys-
fem genutzt, sondern zusdtzlich auch als Be-
wegungen (Verschiebungen) interpretiert. Fiir
die Vektoren lassen sich einfache Rechenope-
rationen definieren, die dann wiederum eine
geometrische Bedeutung haben. Damit kon-
nen Sie nun viele geometrische Eigenschaften
von Objekten erkunden und Zusammenhdinge
nachweisen. Von besonderem Vorteil ist, dass
dieses Rechnen mit Vektoren fiir die Ebene und
den Raum in analoger Weise geschieht.

Vektoren - algebraisch und geometrisch

Algebraisch wird ein Vektor als Zahlenpaar oder Zahlentripel geschrieben.

-2
— x1 - 3 o
X = VvV = =
(Xz) (—2) v ( !
3 3
Wir schreiben Vektoren als Spalten und bezeichnen sie mit kleinen Buchstaben
und einem zusatzlichen Pfeil. Die reellen Zahlen x,, x,, x; heiRen Koordinaten

des Vektors.

X3

=5
D, W — XZ

Geometrisch kdnnen Vektoren als
Verschiebungen (Translationen)
in der Ebene oder im Raum interpretiert

werden.
LD L
1
3 A

verschiebt den Punkt A= (1]1]3)
—um -2 in Richtung x,-Achse

—um 1 in Richtung x,-Achse 11
—um 3 in Richtung x;-Achse

p

Der Vektor v =

Bl

2
Der Bildpunkt ist A" = (-1]2]6). X

IQ.SH /& ¥
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Grundvorstellungen in der analytischen Geometrie

Lernprozesse 1n der analytischen Geometrie erfordern emen stindigen
Wechsel von algebraischen in geometrische Darstellungsformen und umge-
kehrt. Durch addquate Grundvorstellungen koénnen abstrakte algebraische
Konzepte verschiedene geometrische Bedeutungen erhalten. Am Beispiel
des grundlegenden Begriffs ,,Vektor” kann dies verdeutlicht werden: In al-
gebraischer Darstellung 1st ein Vektor ein Tripel reeller Zahlen, welches aber
viele unterschiedliche geometrische Interpretationen als Punkt, Ortsvektor,
Verschiebung bzw. Pfeilklasse (Menge von gleichlangen gleichgerichteten
Pfeilen) erlaubt (Malle, 2005).

}-
Quelle: FROHN, D. (2022): Grundvorstellungen in der analytischen Geometrie: Skalare Multiplikation, Skalarprodukt, Veltorprodukt. IQ S H ﬁ,

ttttttttttttttttttttttttttttttt

In: Beitrage zum Mathematikunterricht 2022~ e e




Bewegungsaufgaben

U-Boote, Flugzeuge,... bewegen sich meist geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit.

Ihre Bahngleichungen kinnen somit durch Geradengleichungen beschrieben werden.

.20 60)
Beispiel: x= [B{IJH -[—4[}] (fin Stunden (r€ &), sonstige Angaben in km)
10 25

»Bausteine'* der Bahngleichung Interpretation

20
30 | ( Stiitzvektor)
10

t (Parameter)

60 )
[—4[}] =v (Richtungsvektor)
25

| 1lr| (Linge Richtungsvektor)

"

A
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Bewegungsaufgaben

U-Boote, Flugzeuge,... bewegen sich meist geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit.

Ihre Bahngleichungen kinnen somit durch Geradengleichungen beschrieben werden.

.

20 60)
Beispiel: x= [B{JJH -[—4[}] (fin Stunden (r€ &), sonstige Angaben in km)

10 25
Bausteine* der Bahngleichung Interpretation
20
?3 ( Stiitzvektor) Koordinaten des Startpunktes der Bewegung

vergangene Zeit nach (Beobachtungs-)Beginn

! (Parameter) der Bewegung

_iﬂ} — (Richtungsvektor) gibt an, wie sich die Koordinaten des Objektes
25 h innerhalb von einer Stunde dndern.

| 1lr| (Linge Richtungsvektor) Geschwindigkeit des Objektes (in km/h)

P Ort des Objektes nach ¢ Stunden

|IQ.SH =& ¥
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Produkte mit Vektoren




HMF 4 - Analytische Geometrie (Pool 1)

4.1 Gegeben seien die Vektoren i, ¥ und @ € R?® und die reellen Zahlen r und t. Kreuzen
Sie in der folgenden Tabelle an, ob es sich bei dem Ausdruck um einen Vektor oder um

eine Zahl handelt, oder ob der Ausdruck nicht definiert ist.

Ausdruck

Vektor

Zahl

nicht definiert

|IQ.SH =& ¥
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HMF 3 - Analytische Geometrie (Pool 1)

3.1 Gegeben seien die Vektoren «, b und & € B* und die reellen Zahlen r und ¢. Kreuzen
Sie in der folgenden Tabelle an, ob es sich bei dem Ausdruck um einen Vektor oder um
eine Zahl handelt, oder ob der Ausdruck nicht definiert ist.

Ausdruck Vektor Zahl nicht definiert

io(b+r-e)

@] % b

(r-&)—(@ob) ¢

@od) + (r-|A)?

Ex (t-@a—r-b)?

bx (Zo(r-a))

|IQ.SH =& ¥
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Sachanalyse zum Skalarprodukt

Definition

Es sei V ein Vektorraum und @ eine Abbildung, die jedem Paar ( VW ) von Vektoren
eine reelle Zahl ¢ ( v;w ) zuordnet. Eine solche Abbildung heiRt Skalarprodukt,
wenn gilt:

(L) VI‘ERV‘E,,@EVZ{F(I\:';@ ):{p(i’;rﬁ'):r{p(ﬁ;ﬁ) (Linearitat)

(D) Vu;v:weV:p(u+V;w)=(li;W)+p(V;W) (Distributivitét)
(K) VVv:iweV:p(V:w)=¢(W:;V) (Kommutativitat)
(P) ¥veV:ip(v;v)=0 (Positivitat)

(R) VveVip(v:v)=0 < v=0 (Reichhaltigkeit)

Ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt heit euklidischer Vektorraum.

|IQ.SH =& ¥
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Fir die Einfuhrung des Skalarprodukts

... gibt es verschiedene Moglichkeiten:

Der axiomatische Ansatz, welcher das Skalarprodukt als abstrakte Abbildung mit
bestimmten Eigenschaften definiert (vgl. vorherige Folie), erscheint fur die
Schule eher ungeeignet.

Bei einem geometrisch orientierten Zugang wird das Skalarprodukt zweier
Vektoren 1 und v als Produkt ihrer Betrage und des Kosinus des von ihnen

eingeschlossenen Winkels beschrieben: u - v = |u| - |v| - cos £L(u, v)

Bei einem arithmetisch/algebraisch orientierten Zugang steht die Berechnung des
Skalarprodukts zweier Vektoren u und v als Summe der Produkte einander

entsprechender Koordinaten im Fokus:

n
UV =U]*"V] T UV T ... T Uy Uy = E :“f“”f

Uy v i=l1

Uz . Uz
und v =

IQ.SH & ¥
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Es sei V ein Vektorraum und @ eine Abbildung, die jedem Paar ( VW ) von Vektoren
eine reelle Zahl ¢ ( v;w ) zuordnet. Eine solche Abbildung heif3t Skalarprodukt,
wenn gilt:

(L) ‘v’rER“?’i',ﬁfEV:{p(ri';ﬁ ]:{p(?;rﬁ'):r{p(i’;ﬁf} (Linearitat)

(D) Vu:viweVip(u+v:w)=0(u;w)+o(v;w) (Distributivitat)
(K) VV:iweV:p(V;w)=0(w;V) (Kommutativitét)
(P) VveVip(v;v)=0 (Positivitat)

(R) VveVip(v:v)=0 < v=0 (Reichhaltigkeit)

ﬁ.

Zeige, dass die Verknipfung a - b= |5|IEI kein Skalarprodukt ist.

|IQ.SH =& ¥
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Skalarprodukt

ein arithmetisch orientierter Zugang

Definition
Das Skalarprodukt a+b _ (lies "a Punkt b")

ist definiert durch die Rechenvorschrift

Die Vorschrift ,fallt vom Himmel*.

- b, . ) . :
ash= y . ; =a, b, +ﬂy,bv_ Die Schuleraktivierung besteht in
Ty y ] den Arbeitsauftragen:

» Geben Sie moglichst verschiedene Paare von 2D-Vektoren an, deren Skalarprodukt O ist.
» Klaren Sie die Situation zeichnerisch.

« Geben Sie moglichst verschiedene Paare von 3D-Vektoren an, deren Skalarprodukt O ist.
* Vergleichen Sie das Skalarprodukt mit den Betragen der Vektoren.

» Bilden Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst.

« Untersuchen Sie das Skalarprodukt eines Vektors mit seinem Gegenvektor.

» Untersuchen Sie das Skalarprodukt zweier kollinearer Vektoren.

}-
* Vergleichen Sie Skalarprodukt, Vektoraddition und s-Multiplikation. IQSH%’%
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Skalarprodukt

ein arithmetisch orientierter Zugang

Definition

Das Skalarprodukt a«b _ (lies "a Punkt b") Skalarprodukt erkunden 1

ist definiert durch die Rechenvorschrift Autor: Jiirgen Roth

Thema: Vektoren 2D (zweidimensional)
- a, b,
ab=l S = boray by :
Y V o~
7
6
5
4 .
b
3
2
! a
1 0 " 2 a 4 & & 7 8 8 1w 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 20 22 23 24
1
. . . . pr:
Dle VorSChrIft ,,fa"t Vom Hlmmel . Erkundungsauftrage 7.5
. - . . - Was fallt auf? a=1|_"1],|a=17.5 ¢ = /(a, b) = 30.6°
Dle SChUIeraktIVIGrung besteht In - Was passiert, wenn die Vektoren parallel zueinander sind? (08) | I ( '
. . - Wann ist das Skalarprodukt positiv, wann negativ? . R\ . X
den Arbeltsantragen: - Wie kann man einen der beiden Vektoren dndern, b= I - | , |bl =10 a-b=64.7

ohne dass sich das Skalarprodukt dndert?

https://www.geogebra.org/m/vxfndvh7 1Q.SH ﬁ ¥
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Skalarprodukt — ,Geometrisierung”

Man betrachtet das Skalarprodukt eines Differenzvektors mit sich selbst.

G0} (a=)=a-a-a-b-b-a+h-b

— - 2 - 2 - - - 2
Nach den gewonnenen Erkenntnissen gilt: ‘a—b‘ :‘a‘ —D.a-b+|b

Was bedeutet —2.q-p?
Die Seitenlangen im Dreieck OBA
sind ‘5 : g‘ und ‘;_Z) PN
Der Kosinussatz im Dreieck OBA lautet

A P A ) ~1 |- - -

‘a—b =M |5 —2-M- bl-cos(x (a.b))

IQ.SH & ¥
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Skalarprodukt — ,Geometrisierung”

Man vergleicht

— - |2 — (2 - - - |2

‘a—b :‘a —2-a-b+\|b und
— —»2 —»2 —»2 - - - -
‘a—b =‘a‘ + —2-‘a‘- b|-cos(x (a,b))

b -cos(< (5,13))

Demnach ist Z-B:‘Z‘-

IQSH?’Q‘




Skalarprodukt — Geometrische Interpretation

Der Term ‘;‘cos(%t (a,b)) hat eine geometrische Bedeutung.

Der Kosinus im Dreieck OFA ist A
OF -z

-7 FA=a 7

cos(q (a,b)) =—= » 4 1b
g b
O — T F > B
OF =ap

Der Vektor G — ;B ist die Projektion des Vektors

auf den Vektor 1;’

-

b

dh.also 5 _ ||

ap

Der Vektor ; wird in zwei Komponenten zerlegt,

eine parallel zu 5 und eine orthogonal zu b .

|IQ.SH =& ¥
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Skalarprodukt

ein geometrisch orientierter Zugang

Beispiele:
1) Ein Kind zieht mit Hilfe einer Kordel einen Schlitten (Bild 8.2).

2) Ein Traktor zieht schrig an einem Waggon, der auf einem Gleis parallel zur StraBe liuft
(Bild 8.3).

3) Ein Boot wird vom Land aus durch eine Schleuse gezogen (Bild 8.4).

Bild 8.2 Bild 8.3 Bild 8.4

In solchen Fillen wirkt sich fiir die Bewegung nur der Anteil der Kraft F aus, der in der
Wegrichtung, also in Richtung von § liegt; wir bezeichnen diesen Anteil mit I_fS (Bild 8.5).
SchlieBen F und § einen Winkel der GroBe o
ein, so gilt in diesem Falle fiir die Arbeit,
die die Kraft F lings des Weges § verrichtet,
wegen ll_:;|=]l_:'| cos a:

W =|E| [s]=|F| [s] cos o

Dieses Produkt |ﬁ| S| cos o definiert man
als das Skalarprodukt von F und §; man
schreibt:

Y

)

F-S= || 3] cos a. Bild 8.5

Am Anfang
steht der
Projektions-
gedanke.

|IQ.SH =& ¥
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Skalarprodukt

ein geometlrisch orientierter Zugang
Am Anfang steht der Projektionsgedanke.

A
Definition: g - p = |d||b| cos(a) a |
Man sieht unmittelbar: o A b o B
0°<a<90°: d-b>0 fir Gb=+0
90° < a<180° d-b<0 fir db#0
a=0°% d-b=|dl|b|
a = 180° d-b = —|d||b|
a=90° d-b=0
a-ad=|lal* i+0=>d-d>0 |Q.SH &% ¥

Institut fir Qualitatsentwicklung
an Schulen Schleswig-Holstein




Skalarprodukt

LZAlgebraisierung*

Am Anfang steht der Projektionsgedanke.
Die Koordinatendarstellung folgt mit dem
Kosinussatz.

O —_
— — - — — b
1) |d—b|*=|a|*+|b|*—2]|d| |b|cosa =|a]>+|b|>*—2-&-b.
a;—b,
2) Esist a—b=|a,—b,|. Mithin gilt:
a;—b,

B—D|2=(a; —b;)? +(a, —b,)* +(as —bs)?
=(a;*—2a; b, +b,?)+(a,>—2a,b,+b,%)+(a;2—2a,b,+b,?
=(a,’+a,”+a;?)+(b,>+b,2+b;?)—2(a, b, +a,b,+a;b,)

= |a|? . s 'g|2 —2(a;b;+a,b,+asby).
Durch Vergleich der beiden Darstellungen von |a —EIZ ergibt sich unmittelbar:
a4 * b =a 1 b 1 + a2 b2 -+ 33 b3 . Institut fiir Qualitatsentw ickliifig

an Schulen Schleswig-Holstein




Untersucht die vorgestellten Auftrage zum Skalarprodukt:
Ist der Zugang eher algebraisch oder geometrisch?

Einigt euch begrundet auf einen der vier
Einstiegsauftrage als Zugang zum Skalarprodukt in
eurer nachsten Oberstufenlerngruppe

(oder liefert einen besseren ©).

IQSH?’Q‘




Zum Skalarprodukt (aus Fokus Mathematik)

Auftrag 1 Der Winkel zwischen Vektoren und das Skalarprodukt
B (3l5)

Ein Dreieck ist bereits eindeutig festgelegt,
wenn von den Seitenldngen und Innenwin-
keln drei geeignete Grofen bekannt sind, von
denen mindestens eine Seitenldnge sein muss.
Unter dieser Voraussetzung kann man es ein-
deutig konstruieren, die fehlenden Grofen
miissen sich also auch berechnen lassen.

C (010)
Interpretieren Sie in der Abbildung 218/1 den 21

Vektor © =AB als Differenz der Vekto-

ren E:(g) und @ =($), zeichnen Sie die
Héhe h,, ein und finden Sie (etwa mithilfe des Satzes von Pythagoras in den entstehenden
rechtwinkligen Teildreiecken) ein Verfahren, mit dem man in dem abgebildeten Dreieck ABC

den Winkel y unmittelbar aus den Koordinaten der Vektoren @ und b berechnen kann.

Zeigen Sie anschlieBend allgemein, wie man den Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren
im zweidimensionalen Koordinatenssystem aus deren Koordinaten berechnet.

Auftrag 3 Weniger Arbeit?

Wenn man einen Rollkoffer reibungsfrei eine
schiefe Ebene hinaufzieht, muss man die
Hangabtriebskraft tiberwinden, die den Kof-
fer den Hang hinab zu ziehen versucht, und
deshalb wenigstens eine entgegengesetzt
gleich groBe Zugkraft aufwenden. Um nicht
gebiickt, sondern Riicken schonend aufrecht
zu gehen, zieht die Person im Bild 219/1
unter einem solchen Winkel, der sogar eine
grofere Kraft notwendig werden ldsst. Es
wirkt nur ein Teil F; der Zugkraft in Hangrich-
tung, ein Teil F, senkrecht zum Hang. Uber-
legen Sie sich anhand des Beispiels mit der
Zugkraft

F =(3N) und dem Weg 5" = ('2™), wie groB die verrichtete Arbeit W ist.

4m

219/1

Bestimmen Sie zunéchst die Anteile £, und F, von F und berechnen Sie daraus die Arbeit W.
Uberlegen Sie sich anschliefend die Auswirkungen einer Verdoppelung, Verdreifachung usw.
des Wegvektors bzw. des Kraftvektors.

Welche bemerkenswerte Situation liegt vor, wenn Weg 5™ und Kraft F durch T = (*9) und
F= (;If’) beschrieben werden konnen? Dabei ist a eine beliebige Weglinge und b eine beliebi-

ge Kraftkomponente. Welche Verkniipfung von 5 und F fiihrt direkt zum gleichen Ergebnis?

Auftrag 2 Minimalistischer Einkaufszettel
Der Einkaufszettel im Bild 218/2 lisst fol-
gende Kurzschreibweise zu:

2
i)
6
Sie bedeutet, dass 3 Packungen Apfelsaft zu
je 2€, 4 Tafeln Schokolade zu je 1€ und

5 GroBpackungen Chips zu je 6€ gekauft
werden sollen.

-

L. 3
>0 S il Lsten (4)
g i 5
~ e €\

pefes

= o€\
saakalade =
e €\ Dabei steht der Apfelsaft immer ganz oben,
o, CT danach kommt die Schokolade und an 3. Stel-
le stehen die Chips.
| Im linken Vektor werden also die Stiickzahlen
\ (,.Stiickzahlvektor*), im rechten jeweils die
2182 entsprechenden Einzelpreise notiert (,,Einzel-
preisvektor*).

Geben Sie ein Verfahren an, mit dem man aus diesen beiden Vektoren den Gesamtpreis des
Einkaufs berechnen kann.

Nach diesem Verfahren kann man beliebige Vektoren mit gleicher Komponentenanzahl mit-
einander ,,multiplizieren*. Untersuchen Sie, welche Eigenschaften dieses ,.,Produkt™ hat.
Schauen Sie dazu nach, welche Rechengesetze fiir die Multiplikation von Zahlen gelten.

Auftrag 4 ... Ansichtssache!
Untersuchen Sie die Eigenschaften des folgendermafen definierten Produktes:

@b =) (;)=ab, + a by

Gehen Sie wie folgt vor und beschreiben Sie jeweils die Auswirkungen auf das Ergebnis.

(I) Bei einem der beiden Vektoren wird nur die Linge veridndert, indem man ihn mit einer
Zahl multipliziert.

(IT) In Formelsammlungen findet sich folgende For-
mel:
cos (a—f3) = cos(a) - cos(f) + sin(a) - sin(f).
Verwenden Sie das Ergebnis von (I), die Abbil-
dung 219/2 und diese Formel, um zu zeigen,
wie das angegebene Produkt bei fester Linge
der Vektoren von deren Zwischenwinkel
abhingt. Wie lisst sich das Produkt @ - b mit-
hilfe des Winkels zwischen den Vektoren aus-
driicken?

ita,=lal sin (¢)

BE B

a,=ldlcos (¢)

(IIT)Zeigen Sie, dass das analog definierte

2192
Produkt @ - b :( :

b]
. b2
3
im dreidimensionalen Raum ebenso mithilfe des Winkels zwischen @ und b ausgedriickt
werden kann.

a
a, =ab, +a,b, +ayb,
43

|IQ.SH =& ¥
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Auftrag 1 Der Winkel zwischen Vektoren und das Skalarprodukt
Ein Dreieck ist bereits eindeutig festgelegt, B (3l5)
wenn von den Seitenldngen und Innenwin-
keln drei geeignete GroBlen bekannt sind, von
denen mindestens eine Seitenldnge sein muss.
Unter dieser Voraussetzung kann man es ein-
deutig konstruieren, die fehlenden GrofBen
miissen sich also auch berechnen lassen.

C (0]0)

Interpretieren Sie in der Abbildung 218/1 den 218/]

Vektor © = AB als Differenz der Vekto-

ren Fz(g) und Zz’z(f), zeichnen Sie die

Hohe £, ein und finden Sie (etwa mithilfe des Satzes von Pythagoras in den entstehenden
rechtwinkligen Teildreiecken) ein Verfahren, mit dem man in dem aEgebildeten Dreieck ABC
den Winkel y unmittelbar aus den Koordinaten der Vektoren @ und b berechnen kann.

Zeigen Sie anschliefend allgemein, wie man den Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren
im zweidimensionalen Koordinatenssystem aus deren Koordinaten berechnet.

|IQ.SH =& ¥

Institut fir Qualitatsentwicklung
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Auftrag 2 Minimalistischer Einkaufszettel
Der Einkaufszettel im Bild 218/2 ldsst fol-
gende Kurzschreibweise zu:

B g (3 2)
PINT e T : 1 te/W 41-111.
D .
je
i faw\ft D Sie bedeutet, dass 3 Packungen Apfelsaft zu
¥ Q je 2€, 4 Tafeln Schokolade zu je 1€ und
d@@ j6€ 5 GroBlpackungen Chips zu je 6€ gekauft
S¢ kola werden sollen.
e ie € D Dabei steht der Apfelsaft immer ganz oben,
cwps danach kommt die Schokolade und an 3. Stel-
le stehen die Chips.

Im linken Vektor werden also die Stiickzahlen
(,,Stiickzahlvektor), im rechten jeweils die
21872 entsprechenden Einzelpreise notiert (,,Einzel-
preisvektor*).

Geben Sie ein Verfahren an, mit dem man aus diesen beiden Vektoren den Gesamtpreis des
Einkaufs berechnen kann.

aus: Fokus Mathematik 2012
Nach diesem Verfahren kann man beliebige Vektoren mit gleicher Komponentenanzahl mit-
einander ,,multiplizieren®. Untersuchen Sie, welche Eigenschaften dieses ,,Produkt hat. | Q S H ﬁ*
Schauen Sie dazu nach, welche Rechengesetze fiir die Multiplikation von Zahlen gelten. * *

Institut fir Qualitatsentwicklung
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Auftrag 3 Weniger Arbeit? aus: Fokus Mathematik 2012
Wenn man einen Rollkoffer reibungsfrei eine

schiefe Ebene hinaufzieht, muss man die ) ol

Hangabtriebskraft iiberwinden, die den Kof-
fer den Hang hinab zu ziehen versucht, und
deshalb wenigstens eine entgegengesetzt
gleich grofe Zugkraft aufwenden. Um nicht
gebiickt, sondern Riicken schonend aufrecht
zu gehen, zieht die Person im Bild 219/1
unter einem solchen Winkel, der sogar eine
groBBere Kraft notwendig werden ldsst. Es
wirkt nur ein Teil ', der Zugkraft in Hangrich-
tung, ein Teil F senkrecht zum Hang. Uber-
legen Sie sich anhand des Beispiels mit der
Zugkraft

F = (3%) und dem Weg 5 = ('2™), wie groB die verrichtete Arbeit W ist.

4m

219/1

Bestimmen Sie zunéchst die Anteile F,, und | von F und berechnen Sie daraus die Arbeit W.
Uberlegen Sie sich anschlieBend die Auswirkungen einer Verdoppelung, Verdreifachung usw.
des Wegvektors bzw. des Kraftvektors.

Welche bemerkenswerte Situation liegt vor, wenn Weg 5 und Kraft F durch 5 = (°9) und
F = (; If ) beschrieben werden konnen? Dabei ist a eine beliebige Wegldnge und b eine beliebi-
ge Kraftkomponente. Welche Verkniipfung von 5" und F fiihrt direkt zum gleichen Ergebnis? IQ-S H ﬁ ¥
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Auftrag 4 ... Ansicht;sache! : aus: Fokus Mathematik 2012
Untersuchen Sie die Eigenschaften des folgendermalien definierten Produktes:

@b =()(,)=ab, +ayb,

Gehen Sie wie folgt vor und beschreiben Sie jeweils die Auswirkungen auf das Ergebnis.

(I) Bei einem der beiden Vektoren wird nur die Linge veridndert, indem man ihn mit einer
Zahl multipliziert.

(II) In Formelsammlungen findet sich folgende For-

mel: XA
cos (a— ) =cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(f3).
Verwenden Sie das Ergebnis von (I), die Abbil- i
dung 219/2 und diese Formel, um zu zeigen, 3 £
wie das angegebene Produkt bei fester Lange 2 la] i File
der Vektoren von deren Zwischenwinkel 14+ e B s ()
abhingt. Wie lisst sich das Produkt @ - b mit- »n .
hilfe des Winkels zwischen den Vektoren aus- gl 1 23 4 3 6 71 § |s
driicken? a,= |z;|cos (@)
(IIT)Zeigen Sie, diss dacll? anz;)llog definierte i
Produkt @ - b = (a2 -\by|=ab, +a,b, +ayb
as 3
im dreidimensionalen Raum ebenso mithilfe des Winkels zwischen @ und & ausgedriickt IQ.S H ﬁ ¥
werden kann. a0 Schuden Sl Holsin”




Da
s Vektorprodukt erkunden

https://www
geogebra.org/m/jk8reu7
u

Vektorprodukt erkunden

Autor: dfrohn

Wie findet man einen Norma\en\rektor?

0.65 - MQ» Ein Vektor T heifst Norma!envektor einer Ebene g, wennTt orth ganal Zu Jfec;lem Richtungsvektor der
= (0.61) . |d =09 " ~ Ebene ver!a uft. FUr eine Ebene £ mit der Pammetergierchung F=U+Ss" +t- T muss ein Norma!envektoy also
0 T oael® Zx b= 0 fxa=0U = h=o0erfillen
F— —0.6 - 0. |dax Bl =

= o0s8]. |B=1 12 0.89 | =0.89

0 - : . o jeweils € rEbene E:

3 L™
sind aligemeirﬁl’: (ﬂa) und b=\ B2 Richtungs
as bg

folgende Gieichungssystem zu losen:

apfl * &IXQ + {13.13 =0 \ . b‘
b b-': + ngg (—

- Was fallt auf?
mungen und zeige? Sie s0, dass

5, Losen sie d\eses G\eic

i —( ) Cl:;bl - a1b3 ein mogliche? Norma\envektor yon Eist.

- S p
as passiert, wenn el
W; : , die Vektor:
I n parallel z
rt, ueinander sind
- Was passiert, wenn die Vektoren onhogonal Zuel
rt die Vekti inander sind?

- Wie kann

man einen di

sich er bei .
das Vektorprodukt énde?:'n Vektoren andern, ohne d -

n Sie thre grgebnisse:

IQ.SH & ¥
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Inhalt

Aktivitaten zum Skalarprodukt

Aktivitaten zum Vektorprodukt

Motivation durch
Orthogonalitat

Untersuchung der Orthogonalitat zweier
Vektoren & und b mit dem Satz des Pythagoras:
a_l_bc)ab +a,b,+ab,=0

Finden einer Formel fiir einen Vektor ¢, der
zu zwei (nicht parallelen) Vektoren @ und b
orthogonal ist:

02b3—03b2
E: t- 03b1 = 01b3
a1b2 ] aZbl

(te R)

arithmetische Definition

= -
axb= albl + azb2 + a3b3

ab,-ab,
T
ax b= G3b1 = alb3
albz N a2b1

Gl bedxb=xl3l-|pl

Erkundung mit DGS Untersuchung von orthogonalen und parallelen | Untersuchung von orthogonalen und parallelen
Vektoren, spitzen und stumpfen Winkeln; Vektoren, spitzen und stumpfen Winkeln;
Zusammenhang zur Lange der Vektoren; Zusammenhang zur Lange der Vektoren;
Veranderung eines Vektors, so dass das Skalar- Veranderung eines Vektors, so dass das Vektor-
produkt konstant bleibt produkt konstant bleibt

Untersuchung von .B_LE@(_])*B):O 3[|E®3><E=

Spezialfallen

bt bes (gl =lal+lg

|IQ.SH =& ¥
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Inhalt

Aktivitaten zum Skalarprodukt

Aktivitaten zum Vektorprodukt

arithmetische Definition

e
axb= alb1 +ab,+ ab,

sz 5 asbz
N

axbp= 03bl = 01b3
ale—GZbl

Untersuchung von
Verkniipfungseigenschaften

Kommutativgesetz: @ = b=b g

=

Distributivgesetz: @ (b+¢) =G« b+a * ¢

Antikommutativgesetz: G x b = - (b x 4)

Distributivgesetz: ax (b+¢)=axh+ax ¢

Zerlegung in parallelen und
orthogonalen Anteil

3*E=3*(B”+Bl)= 3*3”+3*BL =3*B”
Das Skalarprodukt hangt nur vom parallelen
Anteil ab.

Gxb=gx (B” +El)=a’><E” +3><Ei :Er'xf;L
Das Vektorprodukt hangt nur vom orthogona-
len Anteil ab.

Herleitung einer
geometrischen Formel

T = |7 - |7
a*b=a>x<b”=ir|a|-’b”‘:|a|-|b|- cos(a)

[Gxbl=[axB,|=I¢l-|6 | I3 [B] - sin(a

Anwendungen

Winkelberechnung: &= cos ( Ia*l* |bE|)
=

Normalenform einer Ebene: i % (x - @) =0
oder:n*x=n%*d

Abstandsberechnungen, z.B. fiir den Abstand d

eines Punktes p zur Ebene E mit 7 % x= A  a:

_A*(3-3)

4=

Winkelberechnung: o = sin: (%)
2.

Berechnung eines Normalenvektors einer
Ebene aus zwei Richtungsvektoren: 7 =g x b
Abstandsberechnungen, z. B. fiir den Abstang d
eines Punktes p zur Geraden g mit x=g+t-b:

g lbx6-al

Tab. 1: Mogliche Wege zur Erarbeitung von Skalar- und Vektorprodukt

|IQ.SH =& ¥
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Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Das Kreuzprodukt 4 x5 ist eine Verknupfung zweier Vektoren im 3D-Raum.

Es liefert als Ergebnis einen Vektor ¢ =a xb mit folgenden Eigenschaften:

e Der Vektor ¢ ist orthogonal zu der Ebene, die von den beiden Vektoren a und b
aufgespannt wird.

e Sein Betrag ‘;‘ ist gleich dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den

beiden Vektoren aufgespannt wird. ‘: ‘ = ‘ a xb|=4

¢ Seine Orientierung ergibt sich nach der Drei-Finger-Regel der rechten Hand aus
der Orientierung der beiden Vektoren.

c=daxb

;xf;‘:A

b
: b /
o

|IQ.SH =& ¥
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Grundvorstellung

Skalarprodukt

Vektorprodukt

Produktvorstellung
(verallgemeinertes Produkt)

a, b,
a -
2 | x|b,|=ab, +ab,+ab,

4 Produkteigenschaften:

+ Distributivitat
« Kommutativitat

a, bl azba 7 asbz
a, | x|b,|=|ap,-ap,
a, b,) \ab,-ab,

Produkteigenschaften:
« Distributivitat
o Antikommutativitat (!)

Orthogonalitatsvorstellung

Skalarprodukt = 0 genau dann, wenn die
Vektoren orthogonal sind |

Vektorprodukt orthogonal zu beiden (nicht
parallelen) Vektoren

Winkelvorstellung

Betrag des Skalarprodukts ist bei parallelen
Vektoren am groRten

Skalarprodukt positiv bei spitzen Winkeln,
negativ bei stumpfen Winkeln

Betrag des Vektorprodukts ist bei orthogonalen
Vektoren am groften, bei parallelen Vektoren
am kleinsten (= 0)

Rechte-Hand-Regel

Projektionsvorstellung

Skalarprodukt hangt bei konstantem ortho-
gonalen Anteil nur vom parallelen Anteil ab

Vektorprodukt hangt bei konstantem parallelen
Anteil nur vom orthogonalen Anteil ab

Flacheninhaltsvorstellung

- Betrag des Skalarprodukts als Rechtecks-
. flacheninhalt (Produkt der Lange eines Vektors
. mit der Lange des Projektionsvektors)

Betrag des Vektorprodukts als Flacheninhalt
des aufgespannten Parallelogramms

Tab. 2: Grundvorstellungen zum Skalar- und Vektorprodukt

Quelle:
Mathematik lehren 236

|IQ.SH =& ¥
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Ein Spat

(oder Parallelepiped)

A= (6,1, 45)
B=1(903)
C = (12, 3, 4.5)
D = (9, 4, 6)

E=(0,7 15)

F=1{(3 6 0) %
G = (6.9, 1.5) / / b/
H = (3, 10, 3) vl

o ‘ IQ.5H ey

I
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Das Spatprodukt

Die Kombination (E KE)'E— von Kreuzprodukt und Skalarprodukt

heil3t Spatprodukt.
Das Ergebnis ist ein Skalar. Der Betrag ist gleich dem Volumen

—

des von den drei Vektoren «, » und ¢ aufgespannten Korpers
(Spat oder Parallelepiped).

—e

V=‘-:‘ [; «b

f |

~| b

ﬁ

2 |

|IQ.SH =& ¥
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~Ansichtssache”

Q. SH ﬁﬁf




Ein Koordinatensystem zum Falten

. Schneide die drei Ebenen aus.
. Schneide entlang der gestrichelten Linien.

N

3. Flge die x1,x3-Ebene und die x2,x3-Ebene
wie folgt ineinander:
‘ x1|x3-Ebene x3 L
Vorne Hinten ) ) Hinten Vorne
- -
%1 L G 9
x1,x3-Ebene x2,x3-Ebene
4. Fuge die x1,x3-Ebene und die x1,x2-Ebene
wie folgt ineinander:
Vorne Hinten
C X
Hinten Vorne
X1,x3-Ebene x1,x2-Ebene

5. Bringe nun den
gekennzeichneten Teil der
x1,x2-Ebene ganz nach

vorne: Ganz
vorme
|IQ.SH =& ¥
° p
quxz'Ebene Institut fir Qualitatsentwicklung

an Schulen Schleswig-Holstein
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Geogebra mit Brille

/ Anaglyphenbrille

cyan - red

.o

I-> £ 3D Grafik ...
L> Brille

|Q.SH & ¥
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Weitere Modelle

|

JSH?@Z




Abstande

|IQ.SH =& ¥
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Abstand paralleler Geraden

1 6 15 12
Gegeben sind die Geraden g : x=[2|+r| 1 [undh: x=[10|+s-| 2
3 -2 8 —4

a) Zeigen Sie, dass die beiden Geraden parallel sind.

b) Formulieren Sie Ideen fiir mindestens dre1 verschiedene Verfahren zur Bestimmung des
Abstandes der beirden Geraden.

¢) Fihren Sie eines der Vertahren rechnerisch aus und geben Sie den Abstand an.

Diese Aufgabe ist eine Lernaufgabe. Die SuS kennen noch kein ,Verfahren®.
Uberlegt, welche Ideen genannt werden konnten.

IQSH?’Q‘
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Abstand Punkt - Gerade

Erarbeitet verschiedene Moglichkeiten, den Abstand des Punktes
P(3|4|0) von der unten abgebildeten Gerade zu bestimmen.

Nutzt/erprobt dabei analoge und digitale visuelle Unterstitzungsmoglichkeiten.

Gestaltet fur einen Losungsweg eine Tafelbild-wurdige Ergebnisfolie.

kX, | LoF
/3'1=<0|3|2,5)
' 2 % x|
x1 | . !
1Q.5H ?’%

aus: Mathematik Neue Wege

lnstitut fur Oualité ttttttttttttt
hulen Schles Holstei n



Abstandsberechnung Punkt - Gerade

Vorschlage zum Vorgehen:

» LotfulRpunktverfahren
« Minimum einer Funktion

IQSH?’Q‘




Abstand Punkt — Gerade

= eine Formel -

Der Abstand des Punktes P zu einer Geraden g : & = a + t - & im
(p — a) x

dreidimensionalen Raum betragt d = |_,|
U

(Wie) kann man diese Formel anschaulich einsehen

|IQ.SH =& ¥
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Abstand Punkt — Gerade

= eine Formel -

Der Abstand des Punktes P zu einer Geraden g : & = a + t - uim
(p — a) x 4

dreidimensionalen Raum betragt d = |_,|
U

Herleitung:

.
|

> g > g
A i A i

Seinen Flacheninhalt konnen wir mithilfe des Vektorproduktes angeben:
1 (78 =
Ap = 5 -|AP x 4.

Andererseits kennen wir aus der Mittelstufe die Formel A5 = % - g - h. Die Hohe h
wiederum ist der Abstand d des Punktes zur Geraden, die Grundseite g die Lange des
Richtungsvektors. Durch Einsetzen und Umformen erhalten wir:

— . —
-|AP x u | ersetze g = |ul;h = d; AP =p —a

g lil-d=3-|(F—d)xd [-2:]d

-3 x |Q.SH & ¥
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Hesse’'sche Normalenform

Fir das Abstandsproblem Punkt — Ebene kann eine spezielle Normalenform helfen,
den Abstand direkt zu berechnen.
In der Hesse’schen Normalenform muss der Normalenvektor die Lange 1 haben.

Normalenform der Ebene aufstellen: P=(1]6]|2)
E:n-(X—-q)=0 2 1
E:[ 1]-|x=[3]|=0
-2 2
2
Hesse’sche Normalenform aufstellen: N, = % =
Normalenvektor R, der Ldnge 1 bestimmen: n, = ﬁ ‘n B
ES % 1 11-[x=-13[]|=0
-2 2
2 1 1
In obigen Term fiir X den Vektor p einsetzen und T 1] l6]-13
den Betrag dieses Terms bilden. -2/ W2/ \2
So erhalten wir direkt den Abstand von P zu E = % (2-2+6-3-4+4) aus: _
- S MathematikNeue Wege —
d(P, E) =[n, - (p - 9)| i i
' 0 = T s (P E) Lineare Algebra, Analytische
. Geometrie. Schroedel 2010
| o o IQ.SH & ¥
(Wie) kann man diese Formel anschaulich einsehen? e




Abstandsberechnungen
- didaktische Bemerkungen -

« Nachdenken uber raumliche Situationen mit Hilfe von Vektoren

« Kkeine ,Kochrezepte® lehren, keine unverstandenen
Rechenverfahren blindlings anwenden lassen

« mit Hilfe von Skizzen, z.B. Projektion eines Vektors, Ansatze
anschaulich begrunden lassen

« Eher Gemeinsamkeiten als Unterschiede zwischen den
verschiedenen Ebenendarstellungen herausarbeiten.

« SuS ldeen skizzieren und diskutieren lassen. Das erfordert von
Lerngruppe und Lehrkraft sehr viel Aufmerksamkeit und Zeit beim
Zuhoren und Erwidern. Das Ergebnis lohnt die Mihe ©

|IQ.SH =& ¥

Institut fir Qualitatsentwicklung

an Schulen Schleswig-Holstein




Grundlegende Abstandsprobleme

paraIIeIe Geraden parallele Ebenen Gerade - parallele Ebene

Punkt - Ebene

f ;g

Punkt - Ebene

Q. SH ?”{if
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