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Mit Vektoren multiplizieren

Grundvorstellungen zu Produkten in der analytischen Geometrie

LERNGRUPPE:

ARBEITSBLATT 1 -3:

WEITERES MATERIAL:

ZEITBEDARF:

o

10.-12. Klasse
IDEE: Analogien und Unterschiede
zwischen den verschiedenen
Produkten in der Vektorgeometrie
herausarbeiten, um Grundvorstel-
lungen aufzubauen

Das Vektorprodukt erkunden

GeoGebra-Datei: Vektorprodukt
erkunden

2-3 Doppelstunden

Schon in der Sekundarstufe I miissen
bei den Zahlbereichserweiterungen
immer wieder Grundvorstellungen zur
Multiplikation erweitert werden. Die
Multiplikation ist nur fiir natiirliche
Faktoren als wiederholte Addition in-
terpretierbar, wihrend fiir ganze, ratio-
nale und reelle Faktoren geometrische
Vorstellungen an Bedeutung gewinnen
(Spiegelung, Streckung, Stauchung).

In der Sekundarstufe II werden
dann in der analytischen Geometrie
zwei weitere Produkte eingefiihrt: Die
skalare Multiplikation und das Skalar-
produkt. Beide lassen sich als Verall-
gemeinerungen des Produktes reeller
Zahlen auffassen, und in beiden Fil-
len miissen vorhandene Grundvorstel-
lungen erweitert und neue Grundvor-
stellungen aufgebaut werden. In Leis-
tungskursen wird zuséitzlich oft noch
das Vektorprodukt betrachtet, welches
im Unterschied zu den anderen Pro-
dukten nur im dreidimensionalen re-
ellen Vektorraum definiert werden
kann. Neben einigen Unterschieden
lassen sich beim Vektorprodukt auch
viele Analogien zum Skalarprodukt zie-
hen, welche produktiv fiir den Aufbau
von Grundvorstellungen genutzt wer-
den konnen. Das Herausarbeiten von
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Unterschieden und Analogien zwi-
schen den verschiedenen Produkten
in der Vektorgeometrie ist auch des-
halb wichtig, da den Lernenden hier
zum ersten Mal im Mathematikunter-
richt ein Nebeneinander von mehre-
ren algebraischen Verkniipfungen un-
terschiedlicher Art begegnet, die aber
alle durch die Benennung als ,,Produk-
te“ miteinander verbunden sind. Um
Verwechslungen vorzubeugen und den
Sinn der einzelnen Produkte zu erfas-
sen, ist ein Netz von Grundvorstellun-
gen erforderlich.

Grundvorstellungen in der
analytischen Geometrie

Lernprozesse in der analytischen Geo-
metrie erfordern einen stindigen
Wechsel von algebraischen in geome-
trische Darstellungsformen und umge-
kehrt. Durch addquate Grundvorstel-
lungen konnen abstrakte algebraische
Konzepte verschiedene geometrische
Bedeutungen erhalten. Am Beispiel
des grundlegenden Begriffs ,Vektor”
kann dies verdeutlicht werden: In al-
gebraischer Darstellung ist ein Vek-
tor in der Schulmathematik zunéchst
ein n-Tupel bzw. Tripel reeller Zahlen,
welches unterschiedliche inhaltliche
Deutungen erlaubt, die nicht notwen-
dig geometrischer Art sind (man den-
ke z.B. an stochastische Vektoren). Im
zwei- oder dreidimensionalen Fall las-
sen sich nun viele verschiedene geo-
metrische Interpretationen eines Vek-
tors als Punkt, Ortsvektor, Verschie-
bung bzw. Pfeilklasse (d.h. Menge von
gleichlangen gleichgerichteten Pfei-
len) finden (vgl. Malle 2005). Von wel-
chen dieser Deutungen man Gebrauch
macht, hingt von dem betrachteten In-
halt ab und ist keinesfalls eindeutig.
Die Parameterdarstellung x = + t - v
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einer Geraden mit einem reellen Para-

meter t konnte beispielsweise wie folgt

interpretiert werden:

« die Menge aller Ortsvektoren X,
die aus den Summen eines festen
Ortsvektors 7 mit allen Vielfachen
des als Pfeilklasse gedeuteten Rich-
tungsvektors v entsteht

« die Menge aller Punkte x , die sich
aus allen Verschiebungen des An-
fangspunktes % in Richtung ¢+ v er-
gibt

+ die Ortslinie aller Punkte X einer
gleichformigen Bewegung ausge-
hend von einem Startpunkt  zu
den Zeitpunkten t, wobei v als
»Geschwindigkeitspfeil” die Lange
und Richtung des in einer Zeitein-
heit zuriickgelegten Weges angibt

+ die Verschiebung einer Ursprungs-
geraden t - vum den Vektor

Ohne Grundvorstellungen zum Vektor-

begriff und den betrachteten Verkniip-

fungen ist also eine geometrische Deu-

tung algebraischer Objekte wie Para-

meterdarstellungen von Geraden und

Ebenen, Normalenformen von Ebenen

usw. nicht moglich.

Grundvorstellungen zur
skalaren Multiplikation

Die skalare Multiplikation wird in der
Regel zu Beginn der Vektorrechnung
unmittelbar nach der Vektoraddition
eingefiihrt. Hierbei kann mit der Vor-
stellung der Vervielfachung eines Vek-
tors direkt an die Grundvorstellungen
zur Multiplikation reeller Zahlen ange-
kniipft werden. Im Spezialfall der Mul-
tiplikation eines Multiplikators neN
mit einem Multiplikanden a€R ist die
Vorstellung der wiederholten Addition
grundlegend:n-a=a+..+a

Das Kommutativgesetz in R erlaubt
zwar indirekt auch eine entsprechende
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Inhalt

Aktivitaten zum Skalarprodukt

Aktivitaten zum Vektorprodukt

Motivation durch
Orthogonalitat

Untersuchung der Orthogonalitat zweier
Vektoren a und b mit dem Satz des Pythagoras:
albeapb,+ab,+ab,=0

Finden einer Formel fiir einen Vektor ¢, der
zu zwei (nicht parallelen) Vektoren @ und b
orthogonal ist:

azbs_ asbz
03b1—01b3 (teR)
a1b2_ azb1

c=t-

arithmetische Definition

S =
axb=ab, +ab,+ab,

azbs_asbz
Gxb=|ab,-ab
axb= 03 1—01 3

a1b2 - azb1

Erkundung mit DGS

Untersuchung von orthogonalen und parallelen
Vektoren, spitzen und stumpfen Winkeln;
Zusammenhang zur Lange der Vektoren;
Veranderung eines Vektors, so dass das Skalar-
produkt konstant bleibt

Untersuchung von orthogonalen und parallelen
Vektoren, spitzen und stumpfen Winkeln;
Zusammenhang zur Lange der Vektoren;
Veranderung eines Vektors, so dass das Vektor-
produkt konstant bleibt

Untersuchung von
Spezialfallen

>

dlbedxb=0

G| beodxb=zld-lp

O S > >
al|| beaxb=0

a1 belexdl=- Bl

Untersuchung von
Verkniipfungseigenschaften

i

Kommutativgesetz: g s b=b#d

Distributivgesetz: a (b +¢)=a#b+a * ¢

Antikommutativgesetz: g x b=- (E x a)

Distributivgesetz: a x (b+c)=axb+ax ¢

Zerlegung in parallelen und
orthogonalen Anteil

Gxb=ax (B”+Bl): Z*E”+3*El :3*5”
Das Skalarprodukt hangt nur vom parallelen
Anteil ab.

Gxb=3x (E”+El):3><3” +5XE¢ :ngl
Das Vektorprodukt hangt nur vom orthogona-
len Anteil ab.

Herleitung einer
geometrischen Formel

Z*EZE*B”:im-‘E”‘:|3|-|E|- cos(a)

lxBl=[axb,|=ldl-[b,|=lal bl sinte)

Anwendungen

Winkelberechnung: o= cos™ ( Iil* |bz|>
Gl
Normalenform einer Ebene: nn % (x - a) = 0
oder:n#x=n=a
Abstandsberechnungen, z.B. fiir den Abstand d
eines Punktes p zur Ebene E mit A s x=n * a:

_xp-a)

4=

Winkelberechnung: o = sin™* <|f|X%>

3l
Berechnung eines Normalenvektors einer
Ebene aus zwei Richtungsvektoren: n=a x b
Abstandsberechnungen, z.B. fiir den Abstand d
eines Punktes p zur Geraden g mit x=d+t-b:

_ |E><(E—3)|
[

Tab. 1: Mogliche Wege zur Erarbeitung von Skalar- und Vektorprodukt

Deutung von a-n, jedoch ist direkt
hierfiir keine sinnvolle Interpretation
als wiederholte Addition mdglich. Die-
se unterschiedlichen Rollen von Mul-
tiplikator und Multiplikand, die in den
reellen Zahlen meist kaum wahrge-
nommen werden, treten nun bei der
skalaren Multiplikation in der Vek-
torrechnung offen zutage, da es sich
um Elemente aus unterschiedlichen
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Bereichen handelt: Der Multiplikator
ist eine reelle Zahl und der Multipli-
kand ein Vektor. Die Grundvorstellung
der wiederholten Addition l4sst sich also
fiir natiirliche Skalare n€N und Vekto-
ren a € R? direkt iibertragen:
n-a=a+..+a

Auch im allgemeinen Fall zweier reel-
ler Faktoren miissen bei der geome-
trischen Deutung der Multiplikation
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reeller Zahlen die unterschiedlichen
Rollen von Multiplikator und Multipli-
kand beachtet werden: Der Multipli-
kator kann als Streck- bzw. Stauchfak-
tor interpretiert werden, wiahrend der
Multiplikand das Objekt ist, auf wel-
ches die zentrische Streckung wirkt.
In den positiven reellen Zahlen kommt
man dabei noch mit der Vorstellung
einer Strecke ohne Orientierung aus,
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- Was fillt auf?
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o X_:,_F_fa_c he?wﬁliejo:gzéhini'
- e "t -

e = o

- Was passiert, wenn die Viektoren parallel zueinander sind?
- Was passiert, wenn die Vektoren orthogonal zueinander sind?
- Wie kann man einen der beiden Vektoren dndern, ohne dass

sich das Vektorprodukt dndert?

o J =R

Abb. 1: GeoGebra-Umgebung zur Erkundung des Vektorprodukts (https://fr-vlg.de/ml236vektorprod)

aber bei der Einbeziehung negativer
Faktoren bietet das Pfeilmodell der
Zahlengeraden den geeigneten Rah-
men (vgl. Fast/vom Hofe 2014). Die-
se Uberlegungen zeigen, dass letztlich
schon bei der Multiplikation mit nega-
tiven Zahlen eine skalare Multiplikati-
on einer reellen Zahl mit einem Vektor
aus R! eingefiihrt wird und dabei die
Grundvorstellung der zentrischen Stre-
ckung angelegt werden sollte.

Diese ist dann auch beim Ubergang
in die Vektorgeometrie fiir den Fall
der skalaren Multiplikation tragfahig,
denn die geometrischen Operationen,
die auf der eindimensionalen Zahlen-
geraden mit der Orientierung ,nach
rechts oder links“ durchgefiihrt wer-
den, lassen sich nun in gleicher Weise
im dreidimensionalen Raum in einer
beliebigen Richtung vornehmen.

Zu beachten ist, dass die Grundvor-
stellung der zentrischen Streckung so-
wohl innerhalb der Koordinaten des
Vektors in Gestalt der Multiplikation
reeller Zahlen als auch fiir den Vektor
als Ganzes Anwendung finden kann:
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a, ta,
t a =t az — ta2
a, ta

3
Wenn in den einzelnen Koordinaten

auf das Pfeilmodell der Zahlengeraden
zuriickgegriffen wird, liegt fiir den Vek-
tor als Ganzes ebenfalls die geometri-
sche Deutung als Pfeil nahe.

Im Hinblick auf die oben ange-
fiihrte Parameterdarstellung einer Ge-
raden ist auch eine dynamische Bewe-
gungsvorstellung der skalaren Multipli-
kation bedeutsam: Hierbei wird ¢ - v
als zuriickgelegter Weg zum Zeitpunkt
t interpretiert, wobei die Geschwindig-
keit durch Richtung und Lange des als
Pfeil(klasse) gedeuteten Vektors v ge-
geben ist.

Auch diese Grundvorstellung der
skalaren Multiplikation baut auf Vor-
stellungen zur Multiplikation reeller
Zahlen auf und kann damit verkniipft
werden, indem die dreidimensiona-
le gleichférmige Bewegung als zusam-
mengesetzt aus drei gleichférmigen
Teilbewegungen in Richtung der Ach-
sen angesehen wird.
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. 0 -
axb=|0] |dxb=1
1

Skalar- und Vektorprodukt
erarbeiten

Neben der skalaren Multiplikation
nimmt das Skalarprodukt eine zentra-
le Stellung in der analytischen Geome-
trie ein. Mithilfe des Skalarproduktes
lassen sich Winkel und Abstédnde be-
rechnen sowie die wichtige Darstel-
lung einer Ebene mithilfe von Norma-
lenvektoren verstehen. Die Konzepti-
on einer grundvorstellungsorientier-
ten Erarbeitung des Skalarproduktes,
die in einem friiheren Beitrag (Frohn
2020) ausfiihrlicher vorliegt, wird im
Folgenden aufgegriffen und durch ein
entsprechendes Konzept fiir das Vek-
torprodukt erginzt. Ein Uberblick hier-
zu ist in Tabelle 1 aufgefiihrt, wahrend
in Tabelle 2 die Grundvorstellungen
zum Skalar- und Vektorprodukt einan-
der gegeniibergestellt werden.

Im Unterricht ermoglichen Arbeits-
blatt 1-3 analog zur Vorgehenswei-
se beim Skalarprodukt ein Erarbeiten
grundlegender Eigenschaften des Vek-
torproduktes.

mathematik lehren 236 |2023
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Produkteigenschaften:
« Distributivitat
« Kommutativitat

Grundvorstellung Skalarprodukt Vektorprodukt

Produktvorstellung a, b, a, b\ (ab,-apb,

(verallgemeinertes Produkt) a, ) «|b,|=ab, +a,b,+ab, a, | x|b,|=]ab,-a,b,
as b3 a, b3 01b2 - szl

Produkteigenschaften:
« Distributivitat
o Antikommutativitat (!)

Orthogonalitatsvorstellung

Skalarprodukt = 0 genau dann, wenn die
Vektoren orthogonal sind

Vektorprodukt orthogonal zu beiden (nicht
parallelen) Vektoren

Winkelvorstellung

Betrag des Skalarprodukts ist bei parallelen
Vektoren am groRten

Skalarprodukt positiv bei spitzen Winkeln,
negativ bei stumpfen Winkeln

Betrag des Vektorprodukts ist bei orthogonalen
Vektoren am grof3ten, bei parallelen Vektoren
am kleinsten (= 0)

Rechte-Hand-Regel

Projektionsvorstellung

Skalarprodukt hangt bei konstantem ortho-
gonalen Anteil nur vom parallelen Anteil ab

Vektorprodukt hangt bei konstantem parallelen
Anteil nur vom orthogonalen Anteil ab

Flacheninhaltsvorstellung

Betrag des Skalarprodukts als Rechtecks-
flacheninhalt (Produkt der Lange eines Vektors

Betrag des Vektorprodukts als Flacheninhalt
des aufgespannten Parallelogramms

mit der Lange des Projektionsvektors)

Tab. 2: Grundvorstellungen zum Skalar- und Vektorprodukt

Die Definition motivieren

Ein neuer Begriff sollte im Mathema-
tikunterricht moglichst aus einer Pro-
blemstellung motiviert werden. ,Be-
griffe miissen entdeckt, Definitionen
nacherfunden werden“ (Winter 1983).
Diese Forderung ist auch bei der Ein-
fiihrung neuer Produkte in der analyti-
schen Geometrie zu beachten.

Das Skalarprodukt kann gut durch
die Fragestellung ,Wann sind zwei Vek-
toren orthogonal?“ mithilfe des Sat-
zes des Pythagoras eingefiihrt werden,
denn als Bedingung ergibt sich hier
ab +ab,+ab, =0.Darauthin wird die
linke Seite dieser Gleichung als Skalar-
produkt zweier Vektoren definiert und
dieser neue Begriff weiter untersucht.
Beim Vektorprodukt bietet sich die Fra-
ge ,Wie findet man einen zu zwei ge-
gebenen Vektoren orthogonalen Vek-
tor?“ als Motivation an, die im Zusam-
menhang der Umwandlung der Para-
meterform in die Normalenform einer
Ebene relevant ist. Fiir konkrgt gegebe-
ne Richtungsvektoren ¢ und b 16st man
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dazu das lineare Gleichungssystem
n-a=0und n-b=0, aber die Frage nach
einer allgemeinen Formel, bei der man
den gesuchten Vektor 7 direkt hin-
schreiben kann, ist ja typisch fiir ma-
thematisches Arbeiten. Die Herleitung
einer solchen Formel ist anspruchsvoll,
da ein Gleichungssystem mit allgemei-
nen Koeffizienten gelost werden muss,
aber mit einer Hilfestellung wie in Ar-
beitsblatt 1 kann dies im Leistungskurs
bewiltigt werden. Dabei wird deutlich,
dass ein solches Gleichungssystem un-
endlich viele Losungen besitzt, was ja
auch geometrisch auf der Hand liegt,
da die Lange und die Orientierung des
gesuchten Normalenvektors nicht fest-
gelegt ist. Bei der Definition des Vek-
torprodukts muss man sich also fiir ei-
ne spezielle Losung entscheiden und
die durch das Vektorprodukt gegebene
Formel erscheint zunéchst willkiirlich,
stellt aber die anderen Eigenschaf-
ten des Vektorprodukts sicher (Lan-
ge entspricht dem Flacheninhalt des
aufgespannten Parallelogramms, Ori-
entierung als Rechtssystem). Obwohl
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nun also die Motivation des Vektor-
produktes etwas weniger naheliegend
als beim Skalarprodukt ist, ldsst sich
als Gemeinsamkeit festhalten, dass ei-
ne Orthogonalitdtsvorstellung fiir beide
Produkte zentral ist.

Eigenschaften explorieren

Nach der Definition des Skalar- bezie-
hungsweise Vektorprodukts bietet es

b Differenzierung auf den Punkt gebracht

Aspekte der Heterogenitat:
« Verschiedene Grundvorstellungen

Methode:

beispielorientiert und verallgemeinernd

Praxistipp:
Immer wieder geometrische Deutungen
verbalisieren lassen.

« Erarbeitung in individuellem Lerntempo,
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Name: Datum:

Wie findet man einen Normalenvektor?

Erinnerung: Ein Vektor 7 heiRt Normalenvektor einer Ebene E, wenn 7i orthogonal zu jedem Richtungsvektor der
Ebene verlduft. Fiir eine Ebene E mit der Parametergleichung X =1 + s - d + t - b muss ein Normalenvektor also
die Gleichungen7 * =0 und 7i * b= 0 erfiillen.

1. Berechnen Sie jeweils einen Normalenvektor zur Ebene E:

1 1 0
a) E:?c=<—3>+s~<1>+t~<z>
5 0 3
5 2 -1
b) E:%=<0>+s-<1>+t~(3)
9 3 4

a; bl X1
Sind allgemeind = (@) und b=| b, | Richtungsvektoren einer Ebene E, so ist fiir einen Normalenvektor 7i = (x2> das
as b3 X3
folgende Gleichungssystem zu l6sen:

a1x; + apxy; +azx3 =0 ] . bl ] ' bz
byxy + byxy + byxe; =0 “(-ap) (-ap)

2. Losen Sie dieses Gleichungssystem durch die angedeuteten Umformungen und zeigen Sie so, dass

X1 aybs - asb,
M= xz) =| aszb; - a,b; | ein méglicher Normalenvektor von E ist.
X3 a1b2 = a2b1

3. Wenden Sie die gefundene Bedingung aus 2.) auf die Beispiele aus 1.) an und iiberpriifen Sie lhre Ergebnisse.

Arbeitsblatt

Friedrich Verlag GmbH | mathematik lehren 236 | 2023| Zum Beitrag S. 38-44

Name: Datum:

Das Vektorprodukt bei parallelen und bei orthogonalen Vektoren

a by
Erinnerung: Das Vektorprodukt G x b zweier Vektoren d = (a2> und b=| b, | ist definiert durch:

as b3
ayb; - azb,
ey 2
ax b= a3b1 = a1b3
arby - ayb;

1. Berechnen Sie das Vektorprodukt der folgenden zueinander parallelen Vektoren:
1 -1 -3 -6 2 -6
i.(—Z)und(Z) ii.(O)und(O) iii.(—l)und(3>
2 =2 4 8 3 =9
Was fallt auf? Formulieren Sie eine Regel.
2. Berechnen Sie das Vektorprodukt der folgenden zueinander orthogonalen Vektoren:
1 2 -3 0 2 4
i (—2) und(Z) ii.(O ).und(l) iii. (— 1) und (— 1)
2 1 4 0 3 -3

Berechnen Sie auch die Langen aller Vektoren. Was fallt auf? Formulieren Sie eine Regel.

a kal
iv. (az> und | ka,
as kas

a N b
3. Beweisen Sie die Regel aus 2.) fiir zwei zueinander orthogonale Vektoren g = (@) und b=| b, | ganz
as b3

o2 2
allgemein, indem Sie die Terme |?i x b| und |d|? - |b| berechnen.
Hilfestellung: Ist a; by + a»b, + agbs =0, so kann man
—o . 7P Ds Bin 0D 212412 2
la]* - |b| =(a?+a3+a3) (bi+by+b3) - (arby +asb, + azhs)
schreiben und dies ausmultiplizieren.
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Datum:

Erinnerung:

Arbeitsblatt
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Zeichnung: Friedrich Verlag

Das Vektorprodukt im allgemeinen Fall

Welche geometrische Bedeutung hat | @ x [ | im allgemeinen Fall?

2. Vereinfachen Sie die Gleichung aus a) mithilfe des Distributivgesetzes fiir
das Vektorprodukt und die Vektoraddition.
Begriinden Sie, dass das Distributivgesetz tatsachlich gilt.

3. Formen Sieden Term | ax gl| mithilfe von obiger Eigenschaft (3) um
und zeigen Sie: |3 x b| = 3| - |B | - sin(a).

Nehmen Sie dafiir zunachst an, dass « < 90° ist und verallgemeinern Sie
danach aufden Fall « > 90°.

gaufgespannte Parallelogramm hat.

(1) Fiiir alle Vektoren @ und D ist @ x gorthogona[ uGundzub.
(2) Sind @ und b parallele Vektoren, so ist d x b=0.
(3) Sindd undgorthogona[e Vektoren, so ist | d x b |=14] - |§ |

1. Begriinden Sie anhand der Abbildung, dass man fiir zwei Vektoren d und [ " e e S S g
immer schreiben kann: 2 x b =3 x (B" + T?l)

b/
bl E
a\ B ! a
———

4. Formulieren Sie, welche geometrische Bedeutung | d x [ | fiir das von @ und

sich an, zunichst eine Erkundungs-
phase zur Exploration weiterer Eigen-
schaften mithilfe einer Dynamischen-
Geometrie-Software einzuschieben,
in der bereits Vermutungen aufge-
stellt werden konnen, die dann zu ei-
nem spiteren Zeitpunkt rechnerisch
iiberpriift werden. Fiir das Vektorpro-
dukt findet sich hierzu eine GeoGeb-
ra-Datei im Online-Material (vgl. auch
Abb. 1). Die Erkundung gestaltet sich
hier etwas schwieriger als beim Ska-
larprodukt, da man notwendigerwei-
se im 3D-Modus arbeiten muss. Um
dies nicht zu uniibersichtlich wer-
den zu lassen, empfiehlt es iich, zu-
nichst die Vektoren a und b in der
x-y-Ebene zu wihlen. Dabei konnen
schon qualitative Beobachtungen iiber
den Zusammenhang des Winkels zwi-
schen @ und b mit dem Betrag des Vek-
torprodukts gemacht werden: Bei pa-
rallelen Vektoren ist der Betrag 0, bei
grofler werdendem Winkel wird der
Betrag grofler und bei einem rechten
Winkel ist er maximal, nédmlich gleich
dem Produkt der Lingen von a und b.

mathematik lehren 236 | 2023

Die Entdeckung und Formulierung sol-
cher qualitativen Zusammenhange ist
wie beim Skalarprodukt auch geeignet,
eine Winkelvorstellung zum Vektorpro-
dukt aufzubauen, die mehr geometri-
sche Deutungen erlaubt als die reine
Kenntnis der Formel

ax B= |Z| . |79| -sinz(a, l;).

Verkniipfungseigenschaften
untersuchen

Mochte man die gefundenen Zusam-
menhénge nun rechnerisch nachwei-
sen, werden sowohl beim Skalar- als
auch beim Vektorprodukt Verkniip-
fungseigenschaften bendtigt. Manche
Vorstellungen iiber ein Produkt, die
aus den reellen Zahlen mitgebracht
werden, lassen sich nicht mehr auf die
neuen Produkte iibertragen: Beispiels-
weise wird in den reellen Zahlen hiufig
der sogenannte Satz vom Nullprodukt
verwendet (ein Produkt ist genau dann
null, wenn einer der Faktoren null ist);
dieser Zusammenhang ist jedoch bei
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Skalar- und Vektorprodukt nicht mehr
giiltig, weshalb es hier auch keine Di-
vision als Umkehroperation gibt. Ei-
ne wichtige Eigenschaft eines Produk-
tes ist aber die Distributivitdt mit der
Addition, welche auch bei Skalar- und
Vektorprodukt erfiillt ist und eine we-
sentliche Rechtfertigung fiir die Be-
zeichnung dieser Operationen als Pro-
dukte darstellt. Eine weitere gemeinsa-
me Eigenschaft von Skalar- und Vektor-
produkt ist die Ubereinstimmung des
Betrages mit dem Produkt der Léangen
der beteiligten Vektoren in Spezialfal-
len (beim Skalarprodukt im parallelen
und beim Vektorprodukt im orthogona-
len Fall, s. Arbeitsblatt 2). Eine Einsicht
in solche Verkniipfungseigenschaften
lasst sich als Produktvorstellung auffas-
sen, mit der Skalar- und Vektorprodukt
als verallgemeinerte Produkte gedeutet
werden konnen. Eine Besonderheit des
Vektorproduktes ist hierbei das sog.
Antikommutativgesetz ax b=-(bx 3),
welches sich sowohl rechnerisch nach-
weisen als auch geometrisch mit der
Rechte-Hand-Regel begriinden lésst.
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Abb. 2: Variation des Vektors E, die das Vektorprodukt gleich lasst

Eine geometrische Formel
herleiten

Die geometrischen Formeln zum Ska-
lar- und Vektorprodukt, aus denen vie-
le der oben genannten Eigenschaften
hervorgehen, lassen sich mit einer ge-
meinsamen I@eeﬁherﬁleiten, namlich
der Zerlegung b= b, +b, miteinem zu a
parallelen Anteil b, bzw. orthogonalen
Anteil b, . So ergibt sich beim Skalar-
produkt a * b=a * b, Wegenzl *b=0
und beim Vektorprodukt a x b=a x b,
wegen @ X b, = 0. Die Tatsache, dass nur
einer der beiden Anteile einen Einfluss
auf das jeweilige Produkt hat, ist be-
sonders fiir Anwendungen in der Phy-
sik relevant (Arbeit, Drehmoment),
kann aber auch geometrisch reichhal;
tig interpretiert werden: Der Vektor b
lasst sich auf einer Orthogonalen zu a
variieren, ohne dass sich das Skalar-
produkt dndert, wihrend bei der Vari-
ation auf einer Parallelen zu d sich das
Vektorprodukt nicht dndert (vgl. Abb.
2). Diese Projektionsvorstellung ermog-
licht eine Analogiebildung zwischen
Skalar- und Vektorprodukt. Die unter-
schiedlichen Projektionen auf den pa-
rallelen bzw. orthogonalen Anteil ha-
ben zur Folge, dass beim Skalarprodukt
der Kosinus und beim Vektorprodukt
der Sinus des von den Vektoren ein-
geschlossenen Winkels relevant wird
(vgl. Arbeitsblatt 3). R

Da die Hohe des von a und b auf-
gespannten Parallelogramms iiber der
Seite a durch b|= |lj sin(@) gegeben
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ist, konnen mit dem Vektorprodukt
auch Fliacheninhalte von Parallelo-
grammen und Dreiecken berechnet
werden. Fiir diese Fldcheninhaltsvorstel-
lung gibt es auch beim Skalarprodukt
eine Entsprechung, da der Betrag des
Skalarprodukts [al- I;”| als Rechtecksfla-
cheninhalt gedeutet werden kann.

Anwendungen von Skalar-
und Vektorprodukt

Fiir die (innermathematischen) Anwen-
dungen ist das Skalarprodukt wesent-
lich wichtiger als das Vektorprodukt, da
sich alle Winkel- und Abstandsberech-
nungen sowie die Normalenform ei-
ner Ebene mit dem Skalarprodukt ver-
stehen lassen. Demgegeniiber wird das
Vektorprodukt in der Regel lediglich als
Berechnungsformel fiir den Normalen-
vektor einer Ebene aus zwei Richtungs-
vektoren verwendet. Eine interessante
Analogie ergibt sich bei den Abstands-
bestimmungen Punkt-Ebene mit dem
Skalarprodukt gegentiiber Punkt-Ge-
rade mit dem Vektorprodukt. Die Ab-
standsformel
n (p-a)
4=

fiir den Abstand d eines Punktes p zu
der Ebene mit dem Ortsvektor a und
dem Normalenvektor 7 lisst sich so
deuten: p - a ist ein Verbindungsvek-
tor von der Ebene zum Punkt, dessen
zu 7 paralleler Anteil ein zur Ebene
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orthogonaler Verbindungsvektor d mit
d| = d ist. Demgegeniiber ldsst sich die
Abstandsformel

_[6x6-3)
lo

fiir den Abstand d eines Punktes p zu
der Geraden mit dem Ol;tsvektor aund
dem Richtungsvektor b ganz analog
deuten: p - a ist ein Verbindungsvektor
von der Geraden zum Punkt, dessen
zu b orthogonaler Anteil ein zur Gera-
den orthogonaler Verbindungsvektor d
mit |d| = d ist.

Fazit

Mit fortschreitender Behandlung der
analytischen Geometrie treten bis zu
vier verschiedene Produkte auf: das
Produkt reeller Zahlen, die skalare
Multiplikation, das Skalarprodukt und
das Vektorprodukt. Fiir einen verste-
hensorientierten Umgang mit diesen
Produkten, der neben rechnerischen
Fihigkeiten auch tragfihige geome-
trische Deutungen umfasst, miissen
Grundvorstellungen erweitert, modi-
fiziert und neu aufgebaut werden. Da-
bei konnen Analogiebildungen hilf-
reich sein: Zum einen ist die skalare
Multiplikation eng verkniipft mit der
Multiplikation reeller Zahlen, zum
anderen bilden die Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede von Skalar- und
Vektorprodukt reichhaltige Anlédsse
zur Vertiefung. Dabei ist die Behand-
lung des Vektorproduktes zwar nach-
rangig gegeniiber dem Skalarprodukt,
kann aber ebenfalls einen guten Bei-
trag zum Aufbau von Grundvorstel-
lungen in der analytischen Geometrie
leisten.
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