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mathematik Lgpre‘n

Die Zeitschrift fiir den Unterricht in allen Se Mit M.w
SCHULER-ARBEITSHEFT

Mathematik rund ums Ei, arme und reiche Zahlen, das Rosinenproblem -
Sie wollen die Fragen der Mathematik einmal von einer anderen Seite angehen
und Abwechslung in den Unterrichtsalltag bringen?

mathematik lehren bietet Ihnen als Zeitschrift aus der Praxis fir die Praxis ein wei-
tes Spektrum an kreativen Ideen. Im Basisartikel finden Sie eine pragnante theoreti-
sche Darstellung des Heftthemas, in der Unterrichtspraxis vielfiltige Umsetzungs-
moglichkeiten, Anregungen und Arbeitsmaterialien zum Kopieren.

Die Bandbreite von mathematik lehren ist so vielfaltig und spannend wie die
Unterrichtswelt: Typische Mathe-Themen wie ,Funktionen untersuchen”, didaktische Bestell-Nr. 08130
Themen wie ,Ganzheitlich unterrichten” und eher auBergewdhnliche Themen wie € 8,60 (€ 11,-)
.Natur" oder ,Computeralgebrasysteme"” wechseln sich ab.

SNTERRICETIPRATIE

Handytarife

Funktiosen mit mehroren

eringestichen

Diskrete Mathematik

I der Beschnchn

Der Wal von Kymindegab

. Bestell-Nr. 08129, € 8,60 (€ 11,-)

s
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aufgaben Eingalz iss Arbeitsaia

Thema Pothual
nd

mathematik lehren wendet sich an Lehrerlnnen der

Sekundarstufe | und Il. Als StudentIn oder Referendarln -
finden Sie Anregungen und Hilfen fiir die Unterrichtsvor-
bereitung, als erfahrene Lehrerln kdnnen Sie fiir schon oft
unterrichtete Inhalte neue Ansdtze, Einstiege und

Zusammenhange entdecken.

Als besonderes Extra enthdlt jede Ausgabe das Schiiler-
Arbeitsheft Mathe-Welt, das Sie direkt im Unterricht einset-
zen konnen. Mit diesem Arbeitsheft konnen Ihre Schiilerinnen
lesen, tiifteln, schneiden, kleben und entdecken, dass die Welt
auBerhalb der Schule voller Mathematik steckt. Unterrichts-
nahe Themen wie den Satz des Pythagoras oder den Umgang
mit Gleichungen kdonnen sie handelnd vertiefen und indivi-
duell iiben, weitere Themen auBerhalb des Lehrplans (,Un-
endlichkeit" oder ,Spiralen”) selbststéndig erschlieBen.

mathematik lehren erscheint 6x jahrlich.

Das Jahresabonnement kostet € 69,60 inkl.
der beiden Magazine ,Friedrich Jahresheft" und
.SCHULER", zzql. Versandkosten. Stand 2006.

FRIEDRICH VERLAG

L] ‘ i nter— Pddagogische Zeitschriften in Zusammenarbeit mit Klett
d Sonderprodukte auch im T Nr o
nhefte ub ngsstunden (Best.-NL- Fir Ihre Bestellung nutzen Sie bitte den Fax-
1band vertretund \bonnenten) Bestellschein. Schneller geht s per Telefon:
18,50 fur Nicht-hoo 0511/4 00 04 - 150
Preise zzgl. Versandkosten, Stand 2006.
Preise in Klammern fiir Nicht-Abonnenten

x%% Alle Theme
et *** Z. B. Samme
50 / €

32985, € 13,



Volker Ulm

Mathematik
B UNTERRICHT “omern

fur individuelle Lernwege 6ffnen
Reihe SINUS Transfer

Wie konnen Schiiler ein mathematisches Verstandnis entwickeln, das ihnen einen
Mathematik kreativen Umgang mit Mathematik ermdglicht? Wie vermitteln Sie Ihren Schiilern
UNTERRICHT ein sinnvoll vernetztes Wissen, das sie aktiv zum Problemlésen nutzen kdnnen?

sir individuelle Lernwege Sffnen Volker Ulm entwickelt Antworten, die das eigenstdndige und eigenverantwortli-
che Arbeiten in den Mittelpunkt stellen. Das Buch richtet dabei den Blick auf

Unterrichtsentwiirfe, die Schiilern Freirdume fiir das Lernen auf eigenen

Wegen geben. Lernzirkel oder Unterrichtsprojekte als Beispiele offener Auf-

gabenformen fordern das selbststandige Arbeiten wirkungsvoll.

Am Beispiel der dynamischen Mathematik werden Mdglichkeiten fiir das

individuelle Entdecken und Erforschen mathematischer Zusammenhange

am Computer gezeigt.

Das Buch liefert Konzepte, praktische Ideen, Aufgaben und Materialien fiir den

20 x 27 cm, 160 Seiten alltdglichen Unterricht.
inkl. CD-ROM
Bestell-Nr. 4939, € 24,80* Auf der CD-ROM finden Sie:

e alle Aufgaben des Buches fiir den Fortbildungsveranstaltungen zu

Einsatz im Unterricht den Themen des Buches
* Vorlagen fiir Overhead-Folien zur ® GEONEXT: Programm fiir Dynami-

Vorbereitung schulinterner sche Mathematik (als Freeware mit

- Beispielkonstruktionen) -

Wilfried Herget « Dietmar Scholz

Die etwas andere Aufgabe

Uber 200 Aufgaben aus Zeitungsausschnitten, die mit geringem Aufwand in lhrem
Die etwas Unterricht einsetzbar sind. Sie erhalten zahlreiche Ideen fiir mehr Abwechslung

FE  AuUS DER ZEITUNG

| ATHEMATIK-AUFGABEN SEK | EL L

im Unterricht, den Einstieg in ein neues Thema und flir Hausaufgaben, Klassenar-
beiten oder Klausuren. Das Buch fiihrt lebendig aus dem alltdglichen Schulbuch-
Aufgaben hinaus und unterstiitzt Sie darin, Ihre Klasse zum Rechnen zu motivie-
ren. Neben einer Ubersicht iiber die Anforderung mit ausfiihrlichen Losungs-
beschreibungen erhalten Sie Aufgaben zu Prozentrechnung, Exponentiellem
Wachstum, Einheiten, Formeln und Funktionen u.v.m.

S
=5

(]
%Q Tel. 0511 /4 00 04 -175 | Fax 0511/ 4 00 04 - 176
~ www.kallmeyer.de

bei Friedrich in Velber E-Mail: info@kallmeyer.de *Preise zzgl. Versandkosten. Stand 2005.

240 Seiten,
zahlreiche Abbildungen
Bestell-Nr. 4188, € 9,90
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Postfach 10 01 50, 30917 Seelze

Abonnement - Bestellung

; n! Leser

b'?te e Probe-Abo Direkt-Abo Geschenk-Abo werben Leser

Mathematik lehren Bei Leser werben Leser:

6x jahrlich, Mein eigenes Zeitschriften-Abo werde ich
Abo-Preis € 69,-* nicht vor Ablauf eines weiteren Jahres kiin-
Unterricht Physik digen. Werber und Abonnent diirfen nicht
6x jahrlich, identisch sein. Dieses Angebot kann nicht mit
Abo-Preis € 64,80* dem Ausbildungsrabatt kombiniert werden.

Studierende und Referendare bitte hier zusatzlich ankreuzen:

O Studentinnen und Referendarlnnen erhalten bei Vorlage ihrer aktuellen Bescheinigung 30% Rabatt auf den Jahres-Abonnementpreis sowie beim
Direkt-Abo einmalig vier Einkaufsgutscheine iiber 50% Rabatt. Wenn Sie diesen Ausbildungsrabatt tiber mehrere Jahre in Anspruch nehmen méch-
ten, schicken Sie uns regelmiBig lhre aktuelle Bescheinigung (keine Ernennungsurkunde!) zu. (Gilt nicht fiir Leser werben Leser!)

*Inklusive Friedrich Jahresheft und SCHULER

Meine Abo-Pramie
(bitte ankreuzen, gilt nur fir Direkt-Abo und Leser werben Leser)
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Jahreslos Aktion Mensch Spiegel-Tangram Sammelband Einkaufsgutschein
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Von
Koordinaten
zu Vektoren

Nicht nur in der Geometrie
kénnen Sachverhalte angemessen
mit Koordinaten und Vektoren
dargestellt werden.

Schon in unteren Klassen kann
das Umgehen mit Zahlenpaaren
eingefuhrt werden.

Giinther Malle

Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an der
Universitat Wien
E-Mail: guenther.malle@univie.ac.at

4

hermometer, Wasserstandsanzei-

ger, Stadtpléne, Fahrtenschreiber
— Koordinaten finden unsere Schiile-
rinnen und Schiiler mannigfach in
ihrer Umwelt. Die meisten Skalen
(wie auch das alltdgliche Lineal) sind
Beispiele fiir eindimensionale Koor-
dinaten. Aber auch zweidimensiona-
le Koordinaten lassen sich ent-
decken, beispielsweise bei Beschrei-
bungen zum Schachspiel oder bei der
Festlegung von Geldndepunkten. In
dem beiliegenden Mathe-Welt-Heft
sind weitere Beispiele enthalten, die
schon ab Klasse 5 im Unterricht ein-
gesetzt werden konnen.

Viele Situationen im Alltag kon-
nen nicht durch eine einzige Zahl be-
schrieben werden, sondern man
braucht dazu zwei oder drei Zahlen.
Beispiele wie Julias monatliches Ta-
schengeld (in Euro)
(Einnahmen|Ausgaben) = (25|23)
oder Stiickzahlen in einem Lager
(Nagel|Schrauben|Walzen)
=(1500/1300|1000)
fihren zwanglos zu den Begriffen des
Zahlenpaars und Zahlentripels. Pas-
sende Aufgaben finden Sie in Kas-
ten1.

Geometrische Darstellung
von Zahlenpaaren

Zahlenpaare und Zahlentripel kann
man bekanntlich in entsprechenden
Koordinatensystemen geometrisch
darstellen. Wir beschrinken uns bei
den folgenden Ausfithrungen auf
Zahlenpaare. Fiir Zahlentripel ver-
lauft alles analog.

H4 nach F6 —
eine alltagliche Anwendung
zweidimensionaler Koordinaten

Die (auf Descartes zuriickgehen-
de) Grundidee besteht darin, dass
man nach Einfithrung eines Koordi-
natensystems ein Zahlenpaar (a4|ay)
als Punkt in der Ebene darstellen
kann und umgekehrt einen Punkt
der Ebene durch ein Zahlenpaar be-
schreiben kann (vgl. Kasten 2).

Ein Zahlenpaar (a;|a;) kann man
nach Einfithrung eines Koordinaten-
systems aber auch als Pfeil in der
Ebene darstellen, wobei der Anfangs-
punkt beliebig gewadhlt werden darf.
Damit das Zahlenpaar (0|0) nicht
ausgeschlossen bleibt, fiihrt man
zweckmaéBigerweise einen Nullpfeil
ein, der die Linge 0, aber keine Rich-
tung hat. Damit kann man insbeson-
dere Bewegungen, z.B. die Fahrt ei-
nes Schiffs, darstellen. Man gibt dazu
sowohl den Ausgangspunkt als auch
den Bewegungspfeil durch ein Zah-
lenpaar an.

Rechnen mit Zahlenpaaren

Wihrend man bis zur Klasse 8 vor al-
lem lernen soll, Situationen mit Zah-
lenpaaren zu beschreiben und diese
geometrisch darzustellen, kommt ab
Klasse 9 ein neuer Aspekt hinzu:
Man kann mit Zahlenpaaren auch
rechnen.

In vielen Situationen des Alltags-
lebens liegt es auch nahe, Zahlenpaa-
re zu addieren bzw. zu vervielfachen.
Wenn beispielsweise Anna und Berta
gemeinsam Urlaub machen und das
Zahlenpaar (a;|a,) die Flug- und Ho-
telkosten von Anna sowie das Zah-
lenpaar (b,|b,) die Flug- und Hotel-
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» Aufgabe 1

Beate und Dora haben zwei Tests absolviert. Bei je-
dem Test konnte man 20 Punkte erreichen. Beate
erhielt auf den ersten Test 15 Punkte und auf den
zweiten 18 Punkte. Dora erhielt jedes Mal zwei

Aufgaben zu Zahlenpaaren und Zahlentripeln

» Aufgabe 2

Punkte weniger als Beate.
Gib einen Zahlenpaar an, das

gibt,

ten Test angibt,

zweiten Test angibt.

a Beates Punktezahlen bei den beiden Tests an-

b Doras Punktezahlen bei den beiden Tests angibt,
¢ die Punktezahlen der beiden Mddchen beim ers-

d die Punktezahlen der beiden Mcddchen beim

Eine Firma erzeugt drei Waren. Die Stiickpreise

der Waren sind 115€, 135€ und 140€.

Im Lager befinden sich von diesen Waren 728, 644

bzw. 840 Stiick, bestellt wurden 411, 438 bzw. 596

Stiick. Es fallen Produktionskosten von 65€, 70€

bzw. 72€ pro Stiick an.

a Beschreibe die Stiickpreise, den Lagerbestand,
die Bestellzahlen und die Produktionskosten je-
weils durch ein Zahlentripel.

b Die Produktionskosten steigen um 5<€ pro Stiick.
Deshalb erhoht die Firma die Stiickpreise eben-
falls um 5€ pro Stiick. Dadurch sinken die Be-
stellungen fiir die erste Ware um 56 Stiick, fiir
die zweite Ware um 112 Stiick und fiir die dritte
Ware um 134 Stiick. Um weitere Kosten zu spa-
ren, wird der Lagerbestand um ein Viertel ge-
senkt.

Wie lauten jetzt die einzelnen Zahlentripel?

kosten von Berta angibt, dann gibt
das Zahlenpaar (a; + b,|ay + by) die
Flug- und Hotelkosten fiir beide
Madchen zusammen an und es liegt
nahe, dieses Zahlenpaar mit (a4|ay) +
(b1|by) zu bezeichnen. Wenn inzwi-
schen alles mit dem Faktor r teurer
geworden ist, dann ist (r-a,|r-a,) das
neue Zahlenpaar mit Annas Flug-
und Hotelkosten und es liegt nahe,
dieses mit - (a;|as) zu bezeichnen. Es
gilt somit:

(ailay) + (b1|bg) = (a1 + bylag+ by)

r-(aq|as) = (r-a4|r-ay)

In analoger Weise kann man eine
Subtraktion fiir Zahlenpaare ein-
fithren.

Damit sind wir eigentlich schon
mitten in der Vektorrechnung, ohne
dass das Wort ,,Vektor” gefallen wére.
Der Begriff ,Vektor” sollte irgend-
wann ab Klasse 9 eingefiihrt werden.
Auf der Basis der oben beschriebenen
Vorkenntnisse ist es nur mehr ein
kleiner Schritt, die Zahlenpaare als

Zahlenpaare

Geometrische Darstellung

A

Qy

ay

Jedem Zahlenpaar entspricht ge-
nau ein Punkt in der Ebene und

umgekehrt.

e

a,

Jedem Zahlenpaar entsprechen
unendlich viele Pfeile in der Ebe-
ne, die alle gleich lang und (vom
Nullpfeil abgesehen) gleich ge-
richtet und gleich orientiert sind.
Umgekehrt entspricht jedoch je-
dem Pfeil in der Ebene genau ein
Zahlenpaar.

Rechengesetze fiir Zahlenpaare (Vektoren)

Fiir alle A, B, Ce R? und alle 7, se R gilt:

eigenstandige Denkobjekte aufzu- 1 A+B=B+A 5 (rs)A=r-(s-A)
fassen und etwa mit Grof3buchstaben 2 (A+B)+C=A+B+0) 6 r-(A+B)=r-A+r-B
zu bezeichnen, also A = (a,|a,). Die 3 A+0O=A 17 (r+s)A=r-A+s-A
Summe A + B und das Vielfache r-A 4 A+(-A)=0 8 1-A=A

sind wie oben koordinatenweise defi-
niert. Die Menge aller Paare reeller
Zahlen bezeichnet man mit [R2
(sprich: R zwei). Wenn die obigen Re-
chenoperationen mitbedacht werden,
bezeichnet man die Elemente dieser
Menge auch als Vektoren in R2.
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Dabei bezeichnet O das Zahlenpaar (0|0) bzw. den Nullvektor.
Zu jedem Zahlenpaar (Vektor) A = (a4|ay) bezeichnet —A = (—a4|—asy)

den Gegenuvektor.
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Rechengesetze formulieren

Die Frage, welche Rechengesetze fiir
Zahlenpaare bzw. Vektoren in [R? gel-
ten, kann durch eine Aufgabe der fol-
genden Art vorbereitet werden:

Man berechne
2:-B+A)-(A+2-B)
fiir A=(1|3) und B={|1).

Eine Moglichkeit, diese Aufgabe zu
losen, besteht darin, die gegebenen
Vektoren einzusetzen und den Aus-
druck zu berechnen:

2-B+A)—(A+2-B)
=2-[(4]1) + (1]3)] = [(1]3) + 2- (4| D)]
=2-(5]4) - [(1]3) + (8]2)]
=(10/8) - (915)
=(1]3)

Einfacher wird die Rechnung jedoch,
wenn wir den Ausdruck zuerst um-
formen:

2:(B+A)-(A+2-B)
=2B+2-A-A-2-B
=A
—a3)

Derartige Umformungen sind aber
nur erlaubt, wenn fiir Vektoren in R2
Rechengesetze gelten, die den Re-
chengesetzen fiir reelle Zahlen ana-
log sind. Dies ist tatséchlich der Fall,
wie man sich auf eine einfache Weise
uberlegen kann:

Jede Rechnung, die man mit Zah-
lenpaaren ausfiihrt und in der nur
Additionen, Subtraktionen und Ver-
vielfachungen vorkommen, 1asst sich
in zwei Rechnungen zerlegen: Eine
Rechnung mit den ersten Koordina-
ten und eine Rechnung mit den zwei-
ten Koordinaten. Man konnte diese
beiden Rechnungen getrennt vonei-
nander aufschreiben, einfacher und
ubersichtlicher ist es jedoch, wenn
man sie in Form von Zahlenpaaren in
einem Zug hinschreibt. Aus dieser
Uberlegung folgt unmittelbar, dass
alle Rechengesetze fiir die Addition,
Subtraktion und Vervielfachung, die
fiir die einzelnen Koordinaten gelten,
auf die Zahlenpaare iibertragen wer-
den konnen. (Unterschiede gibt es
natiirlich auch, zum Beispiel kann
man Vektoren nicht dividieren.)

Zur Vervollstdndigung der Re-
chengesetze fithren wir noch den
Nullvektor O = (0]/0) und zu jedem
Vektor A = (a;]|ay) den Gegenvektor
—A = (-aq|—ay) ein. Eine genauere
Betrachtung der Rechengesetze fiir
Vektoren in [R? zeigt, dass sich diese
aus gewissen Grundgesetzen her-
leiten lassen, die im Kasten 2 auf Sei-
te 5 angefiihrt sind. Diese Grundge-

6

setze lassen sich leicht durch koordi-
natenweises Nachrechnen beweisen.

Bekanntlich nennt man eine
nichtleere Menge, in der eine Addi-
tion und eine Vervielfachung defi-
niert sind, in der auflerdem ein aus-
gezeichnetes Element O und zu je-
dem Element A ein Element —A exis-
tiert und in der schlieBllich die im Ka-
sten 2 auf Seite 5 angefiihrten Geset-
ze gelten, einen (reellen) Vektorraum.
Die Vektoren in R? bilden also einen
Vektorraum. Die Grundgesetze eines
Vektorraums geben die unabdingba-
ren Forderungen an einen schuli-
schen Vektorbegriff an, wie immer
dieser auch aussehen mag. Daraus
folgt aber nicht zwingend, dass der
abstrakte Vektorraumbegriff in der
Schule behandelt werden muss. Die-
ser Begriff sollte meiner Meinung
nach der Hochschule vorbehalten
bleiben. In der Schule geniigt es, die
im Kasten 2 angefiihrten Gesetze fiir
die Vektoren in R? zu kennen, und
das Wort ,Vektorraum“ sollte gar
nicht fallen.

Skalarprodukt von Vektoren

Auch das Skalarprodukt fiir Vekto-
ren in R2 kann auf einfache Weise
motiviert werden. Wenn eine Firma a
Négel zum Stiickpreis b kauft, dann
gilt fiir den Gesamtpreis:

G = Stiickzahl - Stiickpreis = a-b

Kauft die Firma a, Nagel zum Stiick-
preis b; und as; Schrauben zum
Stiickpreis by, dann gilt:

G=a1‘b2 +a2'b2

Es liegt nahe, einen Stiickzahlvektor
(a;|ay) und einen Stickpreisvektor
(b1]|by) einzufithren und in Analogie
zur ersten Formel zu schreiben:

G=
= Stiickzahlvektor - Stiickpreisvektor
= (alay)-(b1]by)

Damit diese Schreibweise einen Sinn
ergibt, miissen wir aber zuerst ein
Produkt der Vektoren (aq|a;) und
(b1|by) definieren. Aufgrund des vor-
liegenden Beispiels bietet sich als
sinnvolle Definition an:

(a1]ag)-(b1|bg) = ay by +ay-by

Dass fiir das skalare Produkt im
Prinzip dieselben Rechengesetze
(Kommutativgesetz, Assoziativge-
setz usw.) gelten wie fiir das gewohn-

liche Produkt reeller Zahlen, ist zwar
nicht unmittelbar einsichtig, kann
aber leicht koordinatenweise nachge-
rechnet werden.

Verallgemeinerung auf
mehrere Koordinaten

Wie schon festgestellt, kann fiir Zah-
lentripel alles analog aufgezogen
werden. (Zur zeichnerischen Darstel-
lung kénnen Handskizzen oder com-
putererzeugte Schréigbilder verwen-
det werden, vgl. S. 22.) Wenn man
aber von der geometrischen Darstel-
lung durch Punkte oder Pfeile ab-
sieht, gibt es keinen verniinftigen
Grund, sich auf Vektoren mit hochs-
tens drei Koordinaten zu beschrin-
ken, denn in vielen Situationen bie-
tet es sich an, mehr als drei Zahlen
zu einem so genannten n-Tupel
(a1lagy|...la,) zusammenzufassen. Ad-
dition, Subtraktion, Vervielfachung
und Skalarprodukt lassen sich ent-
sprechend fiir Vektoren in R* definie-
ren und die Rechengesetze lassen
sich analog beweisen. Diese Verallge-
meinerungsschritte verlaufen erfah-
rungsgeméll unproblematisch. Die
Menge aller n-Tupel reeller Zahlen
bezeichnet man mit R*. Werden die
Rechenoperationen mitbedacht, so
nennt man die Elemente dieser Men-
ge auch Vektoren in R* (womit wir
auch gleich ein schoneres Wort fiir
n-Tupel haben). Da man mit den
Vektoren in [R* im Prinzip so wie mit
reellen Zahlen rechnen kann, kann
man sie als ,verallgemeinerte Zah-
len“ auffassen.

Zum Sinn der Vektoren

Durch die Einfithrung der Vektoren
in [R* erspart man sich keine Rechen-
arbeit, denn um eine konkrete Rech-
nung auszufithren, muss man diese
ja letztlich doch fiir jede Koordinate
extra ausfithren. Worin liegt also der
Vorteil der Vektoren?

Darauf kann man folgende Ant-
wort geben: Vektoren sind priméir
Darstellungsmittel und nicht Rechen-
mittel. Bei einem Vektor in R* wer-
den n reelle Zahlen zu einem neuen
Denkobjekt zusammengefasst und
dieses wird mit einem Symbol, etwa
A, bezeichnet. Dies erlaubt, Rechen-
anweisungen (Vektorterme) und Be-
ziehungen (Vektorformeln) in knap-
per und tbersichtlicher Form anzu-
schreiben, ohne alle Einzelschritte
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angeben zu miissen. Eine Rechenan-
weisung wie etwa A + 2+ (B + C) kann
im Prinzip auch einem Rechner mit-
geteilt werden, er fiihrt dann fiir alle
eingegebenen Vektoren A, B, C diese
Rechnung koordinatenweise aus. Un-
ter Umstidnden kann man einen Vek-
torterm zuerst vereinfachen, bevor
die numerischen Rechnungen ausge-
fithrt werden, wodurch man sich Re-
chenarbeit (Rechenzeit) erspart.
Durch die Bezeichnung von Vektoren
mit Buchstaben lassen sich insbeson-
dere Formeln von R auf R” iibertra-
gen. Ist beispielsweise der Brutto-
preis b einer Ware um 20 % hoher als
der Nettopreis n, dann gilt in R die
Formel: 6=12n

Fihrt man fir drei Waren den
Bruttopreisvektor B = (b,|by|b3) und
den Nettopreisvektor N = (nq|ngy|ns)
ein, dann ldsst sich diese Formel von
R auf R* tibertragen: B =1,2-N

Es ist ein wichtiges Hilfsmittel in
der modernen Mathematik, fiir kom-
plexe Objekte Symbole einzufiihren
und beim Umgehen mit diesen Sym-

bolen zunéchst die Details der dahin-
ter stehenden Objekte auller Acht zu
lassen. Damit sind diese Objekte die
neuen ,Bausteine“ des Denkens und
konnen zur Bildung ,héherer” ma-
thematischer Theorien verwendet
werden.

Da Vektoren primér Darstellungs-
mittel sind, geht es bei Anwendun-
gen der Vektorrechnung in auflerma-
thematischen Situationen nicht in
erster Linie um numerisches Rech-
nen, sondern eher darum, Sachver-
halte mit Vektoren zu beschreiben,
d.h. Vektorterme und Vektorformeln
aufzustellen und zu interpretieren.
Dies ist eine ganz natiirliche Fortset-
zung dessen, was in der eindimensio-
nalen Algebra in den Klassen 5 bis 8
getan wird, wo man ja auch Terme
und Formeln aufstellt und interpre-
tiert. Leider wird dieser algebraische
Teil der Vektorrechnung sehr ver-
nachléssigt, weil die Vektorrechnung
in der Schule fast ausschlieBllich in
Zusammenhang mit Geometrie gese-
hen wird. In Hinblick auf die Bedeu-

tung in den Anwendungen miisste
der algebraische Teil der Vektorrech-
nung jedoch gestédrkt werden. Dazu
eignen sich in erster Linie Aufgaben
zum Aufstellen und Interpretieren
von Vektortermen und Vektorfor-
meln. Einige Beispiele fiir solche Auf-
gaben, die nichts mit Geometrie zu
tun haben, sind im Material 1 ange-
fithrt. Man beachte, dass in diesen
Aufgaben absichtlich keine konkre-
ten Zahlen als Vektorkoordinaten an-
gegeben sind, um die Aufmerksam-
keit auf die Zusammenhéinge zwi-
schen den Vektoren zu lenken. Viele
weitere Aufgaben finden Sie in Malle
u.a. (2004, 2005).

Literatur
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reichischer Bundesverlag und Holder-Pichler-
Tempsky, Wien 2004, 2005.

» Auftrag 1: Warenlager

beiden Lagern zusammen an.

> Auftrag 2: Rabatte

der Vektor der Rabatte.

» Auftrag 3: Zimmerpreise

» Auftrag 4: Firmenbestellung

Was bedeutet S-P?

a Driicke C durch A und B aus.

b Was gibt der Vektor B—-A an?

¢ Was sagt die Gleichung B=2-A aus?
Driicke in diesem Fall C durch A aus.

Vektorterme und Vektorformeln aufstellen und interpretieren

Eine Firma verkauft zwei Waren, die sie in zwei Lagern aufbewahrt. Der Vektor A = (a;|as)
gibt die Stiickzahlen der beiden Waren im ersten Lager, der Vektor B = (b;|b,) die Stiickzahlen
der beiden Waren im zweiten Lager an. Der Vektor C gebe die Stiickzahlen der beiden Waren in

Die Verkaufspreise (in Euro) von vier Waren werden durch den Vektor V = (v,|vs|vs|v,) angegeben.
Bei Grofiabnahme erhdlt man 35% Rabatt. Es sei V' der Vektor der Preise bei Grofiabnahme und R

a Welche Beziehung besteht zwischen R und V?
b Welche Beziehung besteht zwischen V' und V?

Ein Hotel hat 25 Zimmer. Der Vektor Pe R?> gibt die Zimmerpreise an, der Vektor Be R?> gibt an,
wie oft jedes Zimmer im laufenden Monat belegt war.
a Driicke die Gesamteinnahmen G des Hotels im laufenden Monat durch P und B aus.

b Im néchsten Monat werden die Zimmerpreise um 5% erhoht. Driicke wiederum G durch P und B aus.

Eine Firma bestellt 100 Waren. Die Stiickzahlen der bestellten Waren seien s;, s, ..
der Waren seien py, ps, ..., Pioo- Schreibe einen Stiickzahlvektor S und einen Preivektor P auf:

., S100, die Preise
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Gute Konzepte erleichtern
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Neue Wege
in der Vektor-
geometrie

Wie hilfreich sind Vektoren in
der Analytischen Geometrie?

Die Antwort hangt wesentlich
vom verwendeten Vektorkonzept
ab.

Giinther Malle

Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an
der Universitat Wien
E-Mail: guenther.malle@univie.ac.at
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ektoren sind heute aus der Analy-
tischen Geometrie der Schule
nicht mehr wegzudenken. Das war
jedoch nicht immer so. Vor der Ein-
fithrung der Vektorrechnung in der
Schule (ca. ab 1960) hat man auch
schon Analytische Geometrie betrie-
ben und konnte im Wesentlichen die
gleichen Aufgaben lésen. Durch die
Einfihrung der Vektoren hat man
sich nicht einmal Rechenarbeit er-
spart, denn die konkreten Rechnun-
gen missen ja doch koordinatenwei-
se ausgefiihrt werden. Worin liegt
dann der Vorteil der Vektoren in der
Analytischen Geometrie?
Darauf kann man zweierlei ant-
worten:
Der Formalismus der Vektorrech-
nung erlaubt eine knappere und
itbersichtlichere Darstellung von
Rechnungen und Beziehungen als
die bloBe Koordinatengeometrie.
Die Vektorgeometrie bietet ge-
geniiber der bloen Koordinaten-
geometrie einen heuristischen Vor-
teil. Sie liegt ndmlich in vielen Fil-
len ndher am tatséchlichen Den-
ken beim Loésen von Aufgaben als
die reine Koordinatengeometrie.
In der Analytischen Geometrie
denkt man namlich in Punkten
und Pfeilen (Bewegungen). Dies
kann man mit Vektoren besser be-
schreiben als mit bloBen Zahlen
(wie in der Koordinatengeome-
trie).
Schon Leibniz (1646—-1716) hat von
einem solchen Formalismus ge-
traumt, weil ihm die blofle Koordina-
tengeometrie zu statisch erschien. In
seiner ,,Analysis situs“ hat er den ers-
ten Versuch gestartet, einen solchen
Kalkiil zu entwickeln. Es hat aber bis

zum Ende des 19. Jahrhunderts ge-
dauert, bis dieser Formalismus in
Form der heutigen Vektorrechnung
vorlag, und noch ein halbes Jahrhun-
dert, bis er in die Schule vordrang.
Eine Riickkehr zur bloBen Koordina-
tengeometrie wiirde diese Entwick-
lung negieren und erscheint heute
kaum mehr denkbar.

Die Vektorrechnung kommt im
Mathematikunterricht der Schule
vorwiegend in der linearen Analyti-
schen Geometrie zum Tragen (Gera-
den, Ebenen usw.). In der nichtlinea-
ren Analytischen Geometrie (Kreis,
Kugel, Kegelschnitte) kann man mit
ihr weniger anfangen. Wie man dem
Beitrag von Gerald Wittmann in die-
sem Heft (S. 50) entnehmen kann,
kommt man bei den Kegelschnitten
zur Not auch ohne Vektoren aus.

Was ist ein Vektor?

Auf diese Frage wurden im Lauf der
Geschichte der Mathematik viele
verschiedene Antworten gegeben
(vgl. Malle 1998). Auf Hochschulebe-
ne wird der Vektorbegriff heute im
Allgemeinen axiomatisch definiert:
Ein Vektor ist ein Element eines
Vektorraumes. Eine axiomatische
Einfithrung des Vektorbegriffs in der
Schule wire aber sinnlos. Die Axio-
me eines Vektorraumes bilden zwar
die Rahmenbedingungen, die ein
schulischer Vektorbegriff erfiillen
muss, es geht aber im Unterricht
zunéchst um etwas ganz anderes: Es
miissen inhaltliche Vorstellungen
von Vektoren entwickelt werden.
Doch welche?

Ein nahe liegender Gedanke wire,
einen Vektor als Pfeil aufzufassen.
Aber Pfeile bilden keinen Vektor-
raum. Man kann sie nicht einmal ad-
dieren, wenn sie nicht zuféllig den
gleichen Anfangspunkt haben oder
aneinander hingen. Die ersten
Ideen, diesen Mangel in Ordnung zu
bringen, gehen auf den italienischen
Mathematiker Giusto Bellavitis
(1803-1880) zurick. Er nannte zwei
Pfeile ,ciquipollent®, wenn sie gleich
lang, parallel und gleich orientiert
sind. Im Gegensatz zu den heutigen
Schulbiichern fasste er jedoch dqui-
pollente Pfeile nicht zu einer Klasse
zusammen. Dies wurde anscheinend
erst im 20. Jahrhundert durch den
Einfluss der Mengenlehre getan.

Fir Pfeilklassen kann man eine
Addition und Vervielfachung so defi-
nieren, dass die Axiome eines Vektor-
raumes erfiillt sind. Dieses Pfeilklas-
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senmodell war der Beginn der schuli-
schen Vektorrechnung (etwa in dem
Lehrbuch Kohler/Héwelmann/Kra-
mer 1968) und ist heute noch das vor-
herrschende Vektormodell in den
Schulbiichern, wenn auch manchmal
in modifizierter Form. Es scheint sich
allerdings nur in der Schulbuchlite-
ratur vorzufinden. In die Hochschul-
mathematik hat dieses Modell nie
wirklich Eingang gefunden. Da die-
ses Modell ziemlich bekannt ist, wol-
len wir es im Folgenden nur skizzen-
haft beschreiben.

Das Pfeilklassenmodell

In diesem Modell wird ein Vektor als
Pfeilklasse aufgefasst, d.h. als eine
Menge gleich langer, paralleler und
gleich orientierter Pfeile (siehe Kas-
ten 1). Jeder Pfeil einer solchen Pfeil-
klasse wird Reprdsentant der Pfeil-
klasse genannt. Fir diese Pfeilklas-
sen werden Rechenoperationen (Ad-
dition, Subtraktion, Vervielfachung)
definiert. Diese Rechenoperationen
werden tiber Reprasentanten defi-
niert (s. Kasten 1).

Dieses Vorgehen hat eine unange-
nehme Konsequenz: Bei jeder Defini-
tion muss die Unabhéngigkeit von
der Auswahl der Reprisentanten
nachgewiesen werden. Betrachten
wir etwa die Summe zweier Vekto-
ren. Wenn man statt der gezeichne-
ten Reprisentanten der beiden Pfeil-
klassen zwei andere Repriasentanten
mit gemeinsamem Anfangspunkt
auswihlt, muss durch geometrische
Argumente nachgewiesen werden,
dass sich dieselbe Summenpfeilklas-
se ergibt.

Auch alle weiteren Begriffe wer-
den iiber Reprisentanten (Pfeile) de-
finiert:

Betrag eines Vektors (Linge eines

Pfeils),

Winkelmal} zweier Vektoren (Win-

kelmalB zweier Pfeile mit gleichem

Anfangspunkt),

Normalprojektion eines Vektors

auf einen anderen (Normalprojek-

tion eines Pfeils auf einen ande-

ren) usw.
Auch in diesen Fillen muss stets die
Unabhingigkeit von der Auswahl
der Reprisentanten nachgewiesen
werden. Das Skalarprodukt kann auf
die Normalprojektion zurtickgefiihrt
werden und ist damit auch tiber Re-
prasentanten definiert, wenngleich
nur indirekt. Die Beweise der Re-
chengesetze erfolgen ebenfalls durch
(zum Teil sehr aufwindige) geometri-
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Vektoren als Pfeilklassen

Ein Vektor ist eine Klasse gleich
langer, paralleler und gleich ori-
entierter Pfeile

definiert.

Definition der Addition
durch Reprasentanten

Die Rechenoperationen fiir Pfeilklasse werden tiber Reprisentanten

Definition der
Vervielfachung (fiir » > 0)

» Aufgabe
Von einem Parallelogramm
ABCD kennt man die
Eckpunkte A, B und D.
Ermittle die Koordinaten des
Eckpunkts C.

Einen Eckpunkt bestimmen

sche Uberlegungen anhand von Re-
prasentanten.

Didaktische Bewertung

Mathematisch betrachtet ist das
Pfeilklassenmodell durchaus kor-
rekt. Gegen seine Verwendung im
Mathematikunterricht sprechen je-
doch schwerwiegende didaktische
Griinde. (Ahnliche Argumente kann
man auch gegen das gelegentlich vor-
geschlagene Translationsmodell oder
Punktmodell anfithren, doch kann
darauf aus Platzgriinden nicht einge-
gangen werden.)

Das Pfeilklassenmodell ist un-

brauchbar fiir die Analytische Geo-

metrie.

Denn — wie schon festgestellt — denkt
man in der Analytischen Geometrie
grundsétzlich in Punkten und Pfei-
len. Mit Pfeilen allein kommt man
nicht aus und Pfeilklassen sind iiber-
haupt unangebracht. Betrachten wir
etwa die Grundaufgabe in Kasten 2.

Was denkt man sich bei der Er-
mittlung von C? Jeder denkt hier
wohl im Prinzip so: Ich gehe vom
Punkt B aus und gehe léngs des Pfei-
les von B nach C bis zum Punkt C.
Das kann man so (oder so dhnlich)
anschreiben: C = B + BC. Leider
kenne ich BC nicht. Aber ich sehe an
der Figur: BC = AD. Weil A und D
gegeben sind, kann ich AD berech-
nen und erhalte C =B +AD.

Ich wette: Jeder von uns denkt
hier in Punkten und Pfeilen und
nicht in Pfeilen allein und schon gar

9



BASISARTIKEL

| J

Abb. 1: Wo greift die Zugkraft an?

Abb. 2: Kraftpfeile diirfen nicht beliebig
verschoben werden

nicht in Pfeilklassen. Oder denkt hier
jemand an den zum Pfeil von B nach
C parallelen Pfeil, der 100000 km
nach links oben verschoben ist?

Das Pfeilklassenmodell ist un-

brauchbar fiir die Physik.
Praktisch alle in der Physik vorkom-
menden Vektoren sind keine Pfeil-
klassen. Die einzige Ausnahme, die
mir einfillt, ist die Feldstéirke in ei-
nem homogenen Feld. Sobald aber
das Feld inhomogen ist, trifft das
schon nicht mehr zu.

Betrachten wir als weitere Bei-
spiele Kraftvektoren. Wenn etwa ein
Schlitten tber eine Eisflédche gezogen
wird (Abb. 1), kann man die Zugkraft
durch den unteren Pfeil darstellen.
Es ergibt aber keinen Sinn, sie durch
den oberen Pfeil darzustellen. Oder
betrachten wir einen starren Korper,
der um einen Punkt drehbar ist
(Abb. 2). Wenn wir die beiden einge-
zeichneten Krifte F; und F, so ver-
schieben, dass sie im Drehpunkt an-
greifen, dann dreht sich der Korper
plétzlich nicht mehr. Viele Kraftvek-
toren der Physik sind also an ihren
Angriffspunkt gebunden oder kon-
nen bestenfalls in ihrer ,,Wirkungs-
linie“ verschoben werden. Aber man
darf praktisch nie die Kraftpfeile be-
liebig in der Gegend herum schieben.

Ein Spezifikum des Pfeilklassen-

modells besteht darin, dass man

zwischen Klassen und Reprdsen-

tanten unterscheiden muss.
Die Rechenoperationen fiir Vektoren
konnen nur iiber Reprisentanten
eingefithrt werden. Ebenso kénnen
die Beweise der Rechengesetze nur
uber Repridsentanten gefiihrt wer-
den. Dabei muss man jedes Mal (was
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leider in den Schulbiichern und im
Unterricht hdufig unter den Tisch
fallt) die Unabhéngigkeit von der
Auswahl der Représentanten nach-
weisen. Die Unterscheidung von
Klasse und Repréisentant erzeugt bei
Schiilerinnen und Schiilern oft den
falschen Eindruck, dass dies eine
notwendige Eigenschaft des Vektor-
begriffes sei. Dies ist aber nur eine
zufillige Eigenschaft des Pfeilklas-
senmodells und ansonsten iiber-
haupt nicht typisch fir Vektoren. In
der Definition eines Vektorraumes
ist keine Rede von Klasse und Repré-
sentant und bei fast allen Vektoren,
die in der Mathematik vorkommen,
ergibt diese Unterscheidung auch
keinen Sinn.
Wihrend die Einfiihrung der Re-
chenoperationen und die Beweise
der Rechengesetze fir Zahlenpaare
und Zahlentripel sehr einfach
sind, ist dies im Pfeilklassenmo-
dell (wie in allen anderen geome-
trischen Modellen) nicht der Fall.
Die Beweise sind im Pfeilklassenmo-
dell vielfach sehr aufwindig, oft
schon dadurch, dass viele Fille un-
terschieden werden miissen. Man
uberlege sich dazu beispielsweise,
wie viele Falle fiir die Lage der Re-
prasentanten der drei Pfeilklassen
@, b, ¢ man betrachten miisste, um
das Distributivgesetz

aG+o)=ab+a-c

geometrisch zu beweisen. Fir ge-
nauere Begriindungen stehen auf
Schulniveau nicht immer ausrei-
chend viele geometrische Lehrsétze
zur Verfiigung. Im Gegensatz zur
Einfithrung der Rechenoperationen
auf algebraischer Basis bringt die
Einfithrung der Rechenoperationen
auf geometrischer Basis auch gewis-
se Probleme mit der Namensgebung
mit sich. Dass man die koordinaten-
weise Addition von Zahlenpaaren als
Addition bezeichnet, ist ziemlich ein-
sichtig, aber warum wird die Zusam-
mensetzung zweier Pfeile zu einem
resultierenden Pfeil durch Aneinan-
derhéngen oder nach der Parallelo-
grammregel als Addition bezeichnet?
Analoges gilt fiir die Subtraktion und
skalare Multiplikation.

Eine konsequente und saubere

Anwendung des Pfeilklassenmo-

dells findet oft nicht statt.
In einigen deutschen Schulbiichern
um 1960-1970 wurde das Pfeilklas-
senmodell mathematisch sauber be-
handelt. Bei der Ubernahme dieses
Modells durch andere Autoren sind
jedoch gelegentlich Verwdsserungen
eingetreten. Manchmal werden Vek-

toren als Pfeilklassen definiert, diese
Definition hat aber nur eine Alibi-
funktion, weil spdter mit ihr nicht
mehr gearbeitet wird.

Ein extremes Beispiel findet sich
in einem Osterreichischen Lehrbuch.
Die Autoren definieren zunéchst ei-
nen Vektor als Pfeilklasse und wei-
sen auf den Unterschied zwischen
Vektor und Reprasentant hin. Nur
wenige Zeilen spater findet sich je-
doch eine Konstruktionsbeschrei-
bung, in der Folgendes zu lesen ist:
(1) Zunéchst zeichnet man den Vek-
tor r von C nach C'.

(2) Dann verschiebt man r parallel
durch die Punkte A und B.

(3) Die Endpunkte der Vektoren sind
in entsprechender Reihenfolge zu
verbinden.

Was soll das alles bedeuten?

Ad (1): Was soll es heiflen, eine
Pfeilklasse von einem Punkt nach ei-
nem anderen zu zeichnen (sie besteht
ja aus unendlich vielen Pfeilen)?

Ad (2): Was bedeutet es, eine Pfeil-
klasse parallel zu verschieben (sie
andert sich ja durch eine Parallelver-
schiebung nicht)?

Ad (3): Was sind die Endpunkte ei-
ner Pfeilklasse (sie hat ja keine End-
punkte)? Es ist klar, dass hier nicht
mehr von Pfeilklassen, sondern von
Einzelpfeilen die Rede ist. Der Vek-
torbegriff hat in diesem Buch auf ei-
ner Strecke von nur wenigen Zeilen
eine wundersame Wandlung von ei-
ner Pfeilklasse zu einem Einzelpfeil
durchgemacht, ohne dass es den Au-
toren wert wire, auch nur ein Ster-
benswortchen dazu zu sagen.

Die Diskrepanz, dass Vektoren of-

fiziell als Pfeilklassen eingefiihrt

werden, beim praktischen Arbei-
ten jedoch als Einzelpfeile emp-
funden werden, bereitet den Schii-
lerinnen und Schiilern grofle

Schwierigkeiten.

In der Tat haben empirische Untersu-
chungen gezeigt, dass viele Schiile-
rinnen und Schiiler enorme Schwie-
rigkeiten mit dem Pfeilklassenmodell
haben. Diese Schwierigkeiten sind ab
Seite 16 genauer beschrieben.

Algebraische Vektoren mit
geometrischer Deutung

Im Gegensatz zu den vielen Proble-
men, die das Pfeilklassenmodell be-
reitet, bereitet das Vektormodell der
n-Tupel (Zahlenpaare, Zahlentripel
usw.) kaum nennenswerte Schwierig-
keiten. Wir haben dieses Modell im
vorangegangenen Artikel auf Seite 5
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Vektoren
als Zahlentupel

Nach dem hier propagierten
Konzept sind Vektoren alge-
braische Objekte, ndmlich
Zahlenpaare (Zahlentripel).
Die Zahlenpaare konnen als
Punkte oder Pfeile geome-
trisch gedeutet werden.

A

Qs

a,

A =(a4|ay) als Punkt in der
Ebene

A“z
a,

@ = (a1|ay) als Pfeil in der
Ebene

b2“ B
a A
1
a, b, g

Vektor, gegeben durch An-
fangs- und Endpunkt. Es

gilt:
AT = (bl — a1|b2 — a2)

= (b1]b2) — (a:1]a)
=B-A

genauer beschrieben (vgl. auch Kas-
ten 3) und haben dort bereits Zahlen-
paare (Zahlentripel) geometrisch als
Punkte oder Pfeile in der Ebene (im
Raum) geometrisch gedeutet. Das
war unproblematisch. Was wir aller-
dings noch nicht durchgefithrt haben,
war eine geometrische Deutung der
Rechenoperationen fiir Zahlenpaare
(Zahlentripel). Um aber Analytische
Geometrie betreiben zu konnen,
missen wir eine Verbindung zwi-
schen den algebraischen Rechenope-
rationen (Addition, Vervielfachung)
und der Geometrie herstellen. Da
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wird die Sache spannend, denn das
ist das eigentlich schwierige, aber
auch didaktisch interessante Prob-
lem der Analytischen Geometrie in
der Schule. Das Pfeilklassenmodell
(sowie auch das Translations- oder
Punktmodell) erweisen sich hier als
wenig brauchbar, wie wir gesehen
haben. Im Folgenden plédiere ich fiir
ein didaktisches Konzept, dessen ers-
te Ideen in Biirger u. a. (1980) publi-
ziert wurden und das in Form ver-
schiedener Lehrbiicher konkretisiert
und weiter entwickelt wurde. Die
ausgereifteste Form findet man in
Malle u. a. (2004, 2005).

Die Grundidee des Konzepts

Vektoren sind nach diesem Konzept
algebraische Objekte, namlich Zah-
lenpaare (Zahlentripel). Fir diese
werden Rechenoperationen definiert
(vgl. S. 5). Die Zahlenpaare (Zahlen-
tripel) und ihre Rechenoperationen
werden in der Ebene (im Raum) mit-
hilfe von Punkten oder Pfeilen ledig-
lich geometrisch gedeutet, fir die
Punkte bzw. Pfeile selbst werden
aber keine Rechenoperationen defi-
niert. Die Ebene (der Raum) wird da-
bei mit einem fixen Koordinatensys-
tem versehen.

Aus Griinden der Einfachheit be-
schrénken wir uns bei den folgenden
Ausfithrungen auf die Analytische
Geometrie der Ebene und somit auf
Zahlenpaare. Im Raum verléduft alles
analog. Wir wissen schon, dass man
ein Zahlenpaar (a4|ay) als Punkt oder
Pfeil in der Ebene geometrisch dar-
stellen kann. Da der Anfangspunkt
des Pfeils beliebig gewidhlt werden
darf, kann man ein Zahlenpaar
(a4|ay) durch unendlich viele Pfeile in
der Ebene darstellen. Alle diese Pfei-
le sind aber gleich lang, parallel und
gleich gerichtet. Eine Zusammenfas-
sung dieser Pfeile zu einer Klasse er-
folgt nicht.

Bezeichnung von Vektoren

Ein wesentlicher Punkt des Vor-
schlags ist nun der folgende: Die Be-
zeichnung von Vektoren richtet sich
nach ihrer geometrischen Deutung.
Werden Vektoren als Punkte gedeu-
tet, bezeichnen wir siemit A, B, C, ...;
werden sie als Pfeile gedeutet, mit @,
b, ¢, ... . Wird ein Vektor durch einen
Pfeil von A nach B gedeutet, so be-
zeichnen wir ihn mit AB. Aus einer
entsprechenden Skizze (vgl. Kasten 3
unten) kann man ablesen:

AB = (b;—ay|by—ay)
= (bl|62)—(a1\a2) =B-A.

Da dies fur alle moglichen Lagen der

Punkte A und B gilt, gilt allgemein:
AB = B - A. (Man beachte: AB sowie
A und B sind Zahlenpaare, es han-
delt sich also um eine Gleichung zwi-
schen Zahlenpaaren, nicht um eine
Gleichung zwischen Punkten und
Pfeilen.)

Aus der Formel AB =B - A ergibt
sich A + AB = B. Deutet man A als
Punkt, AB als Pfeil und B wiederum
als Punkt, lasst sich sagen:

Punkt-Pfeil-Darstellung

der Vektoraddition

Wird ein Vektor aus [R? durch ei-
nen Punkt in der Ebene und ein
zweiter Vektor aus R? durch ei-
nen an diesen Punkt angehing-
ten Pfeil dargestellt, so ent-
spricht die Summe der beiden
Vektoren dem Endpunkt des
angehingten Pfeils.

B
-y
A

Mithilfe der Formel AB=B - A
ergibt sich auflerdem:

AB+BC =(B-A)+(C-B)
=C-A=AC.

Deutet man die Vektoren als Pfeile,
lasst sich sagen:

Pfeildarstellung

der Vektoraddition

Werden zwei Vektoren aus R?2
durch aneinander gehingte
Pfeile in der Ebene dargestellt,
so entspricht die Summe der
beiden Vektoren dem Pfeil vom
Anfangspunkt des ersten Pfeils
zum Endpunkt des zweiten
Pfeils.

C
Iﬁ B‘(?:
A 4B B

Die beiden Darstellungen der Ad-
dition und Vervielfachung von Vekto-
ren sind zweidimensionale Verallge-
meinerungen entsprechender Dar-
stellungen im Eindimensionalen.
Fiir die Addition reeller Zahlen gibt
es zwei grundlegende Darstellungen
auf der Zahlengeraden (Abb. 3a, S.12).
Analoge Darstellungen erhélt man
im Zweidimensionalen (Abb. 3b).
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Abb. 3a: Darstellungen der Addition im Eindimensionalen

Fir diese beiden Darstellungs-
moglichkeiten der Vektoraddition
sind bereits vor dem Beginn der Vek-
torrechnung (etwa in Klasse 7 oder 8)
gewisse Voriibungen unter Einbezie-
hung des Computers moglich (siehe
dazu den Beitrag von Andreas
Ulovec, S. 20).

Auch fiir die Vervielfachung von
Vektoren lésst sich eine geometrische
Deutung finden (einen genaueren
Beweis dafiir findet man in Malle
u.a. 2004, S. 184):

Streckungsdarstellung

der Vervielfachung

Der Multiplikation eines (vom
Nullvektor verschiedenen) Vek-
tors @ mit einer reellen Zahl r
entspricht eine Streckung jedes
zugehorigen Pfeils mit dem
Faktor r.

@ =
_ a
r-a /:
a) _ 0
r.Q

r>0 r<0 r=0

Die Schreibweisen, die sich aus
diesem Konzept ergeben, erlauben
es, Beziehungen zwischen Vektoren
koordinatenfrei in knapper und ele-
ganter Weise darzustellen. Dadurch
werden Argumentationen einfacher
und tbersichtlicher. In dem Artikel
»Vektorbeweise in der Dreiecksgeo-
metrie“ von Maria Koth ab S. 44 ist
dies schon zu sehen. Dariiber hinaus
kann man die ,Macht des Kalkiils®
elegant ausnutzen. Man fiihrt dabei
Umformungen gemif3 den Rechenge-
setzen aus, ohne alle Schritte geome-
trisch zu begriinden. Dies illustriert
die einfache Aufgabe in Kasten 4.

Die hier verwendeten Schreibwei-
sen mogen fiir manche ungewohnt
erscheinen, weil man sich vom Altge-
wohnten schwer losen kann. Man
kann aber mit diesen Schreibweisen
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alle Aufgaben der linearen Analyti-
schen Geometrie (bis hin zu den Abi-
turaufgaben) elegant erledigen. Der
Kernpunkt der Kritik ist die unge-
wohnte Schreibweise A + AB = B.
Es wird eingewandt, dass man Punk-
te und Pfeile nicht addieren konne
und man daher schreiben miisse: OB
= OA + AB (Apfel-Birnen-Argu-
ment). Wer so argumentiert, hat das
Konzept nicht verstanden. Denn wie
oben erklart wurde, sind A, B und AB
lauter Zahlenpaare und eine Glei-
chung zwischen Zahlenpaaren ist
vollig in Ordnung. Nur werden diese
Zahlenpaare unterschiedlich geome-
trisch gedeutet: das Zahlenpaar A als
Punkt, das Zahlenpaar AB als Pfeil
und das Zahlenpaar B wieder als
Punkt. Man darf daraus keinesfalls
schlieflen, dass Punkte und Pfeile ad-
diert werden. Eine Addition fir
Punkte und Pfeile wurde ja gar nicht
eingefiihrt. Unsere empirischen Un-
tersuchungen zeigen tibrigens, dass
Schiilerinnen und Schiiler diese
Probleme nicht haben. Es scheint
vielmehr ein Problem jener Lehrerin-
nen und Lehrer zu sein, die die Vek-
torrechnung anhand &lterer Lehr-
biicher auf andere Weise erlernt ha-
ben. In Osterreich hat diese Schreib-
weise schon vor ca. 15 Jahren Ein-
gang in die Schulbiicher gefunden.
Auch dort erzeugte sie anfinglich
Verwirrung. Heute wird sie allseits
akzeptiert und funktioniert bestens.

Wozu Ortsvektoren?

Welche Rolle spielen nun die so ge-
nannten Ortsvektoren? Zunéchst sei
festgestellt, dass man diese besser
als ,,Ortspfeile” benennen sollte, denn
es handelt sich um Einzelpfeile, die
an den Ursprung als Anfangspunkt
gebunden sind. Aber braucht man
diese tiberhaupt? Ich behaupte: Orts-
pfeile sind in der Analytischen Geo-
metrie schlicht und einfach uberfliis-
sig. Ja mehr noch: sie sind schédlich.

Abb. 3b: Darstellungen der Addition im Zweidimensionalen

Dies sei an einem Beispiel illustriert,
némlich an der Herleitung der For-
mel fiir den Schwerpunkt eines Drei-
ecks. Im Kasten 5 findet man links ei-
ne Herleitung mit Ortspfeilen, rechts
eine Herleitung nach dem hier pro-
pagierten Konzept.

Man kann Folgendes erkennen:
1. Die linke Skizze ist wegen der vie-
len eingezeichneten Pfeile duflerst
uniibersichtlich. Wenn die Lernen-
den die Lage des Dreiecks ungiinstig
wahlen, gibt es auf jeden Fall Proble-
me. Die rechte Skizze hingegen ist
ubersichtlich.
2. Die linke Rechnung ist wegen der
Pfeilschreibweisen komplizierter als
die rechte.
3. Die linke Rechnung liefert gar
nicht das, was man eigentlich mochte
(ndmlich S). Man erhilt nur den
Ortspfeil OS, dessen Koordinaten
man dann erst extra in die Koordina-
ten von S umschreiben muss (warum
eigentlich?). Die rechte Rechnung
hingegen liefert direkt das ge-
wiinschte S.
4. Die linke Rechnung entspricht ei-
nem gekiinstelten, unnatiirlichen
Denken. Niemand denkt bei der Lo-
sung dieses Problems an die Orts-
pfeile (es sei denn, er ist durch den
Unterricht schon verbildet worden),
sondern man denkt in Punkten und
Pfeilen, was die rechte Rechnung
perfekt wiedergibt. Die linke Rech-
nung stellt also fiir Schiilerinnen und
Schiiler keine Hilfe dar, sondern eine
heuristische Erschwernis. Sie miis-
sen die Sache anders hinschreiben
als sie denken. (Wenn man von Miin-
chen nach Hamburg féhrt, fahrt man
auch nicht zuerst vom Ursprung Ber-
lin nach Minchen, dann von Miin-
chen nach Hamburg und dann wie-
derum von Ursprung Berlin nach
Hamburg, sondern mit Verlaub ge-
sagt: Man fahrt schlicht von Miin-
chen nach Hamburg.)

Beispiel Geradengleichung
Verbietet man die rechte Schreibwei-
se, so kann man Punktmengen in R?
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Teilung einer Strecke

» Aufgabe
Die Strecke AB wird
durch den Punkt T im
Verhdltnis 1:2 geteilt.
Driicke T durch A und
B aus.

1. Losungsmoglichkeit:
T=A+1AB
o T=A+L.B-4
& T=12A+B)

2. Losungsmaoglichkeit:

AT =§-A—B
s T-A =§-(B_A)
o T =§-(2A+B)

(@)
W =m’+§-A_MZ
=m+§(0_1\f—m)
=%OT4+§OTI

=%m+§(%(@’+m))=
=§0_A‘+§(@’+o_c’)

o e

=1 (A +0B +0C)

Zwei Wege zum Schwerpunkt eines Dreiecks

M
A B
S =A+§-ATI
=A+§(M_A)
1 2
=§A+§M

-tas(imeo)
1 1

=§A+§(B+C)

=%(A+B+C)

nicht darstellen. Man kann zwar
schreiben:

g={XeR?|X=P+tg};
aber man kann nicht schreiben:

g={0XecR?2|OX =0P +t-g}.
Bei der Parameterdarstellung einer
Geraden gibt es noch ein weiteres
Problem:
In der Schreibweise OX = OP + t-g
ist OP ein Ortspfeil. Er ist an den Ur-
sprung gebunden, denn wiirde man
ihn parallel verschieben, wiirde es
sich nicht mehr um eine Darstellung
derselben Geraden handeln. Der
Richtungsvektor g aber ist offen-
sichtlich kein Ortspfeil, man bezeich-
net ihn meist als ,freien Vektor®. Ei-
ne Addition eines Ortspfeiles mit ei-
nem freien Vektor wird aber in kei-
nem Schulbuch definiert. Was haben
sich die Schulbuchautoren dabei
wohl gedacht? Die Sache lie3e sich
natiirlich mathematisch in Ordnung
bringen, aber das wiirde Kunstgriffe
erfordern, die jenseits der Schulma-
thematik liegen.

Zum Verhaltnis von Algebra
und Geometrie

Nach dem hier propagierten Konzept
sind Vektoren algebraische Objekte,
ndmlich Zahlenpaare (Zahlentripel).
Manchmal wird eingewandt, dass
durch die dauernde Verwendung von
Zahlenpaaren und ihrer Rechenope-
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rationen in der Geometrie der ur-
spriingliche algebraische Vektorbe-
griff eine schleichende Geometrisie-
rung erfdahrt, d.h. nach und nach zu
einem geometrischen Objekt wird.
Dies ist in der Tat der Fall. Die Ler-
nenden identifizieren sehr bald einen
Vektor mit dem zugeordneten Punkt
oder Pfeil. Sie reden dann etwa vom
Punkt P statt vom ,,Punkt, der dem
Vektor P zugeordnet ist“; oder vom
Vektor von A nach B statt von dem
,, Vektor, der dem Pfeil von A nach B
zugeordnet ist”.

Diese Identifizierungen treten
ganz von selbst ein und sind auch
vollig in Ordnung. Sie sind sogar er-
wiinscht, denn sie erleichtern das
Sprechen ungemein und sind von
groBem heuristischen Wert. Die
schleichende Geometrisierung des
Vektorbegriffs ist in Wirklichkeit ein
Vorteil. Dabei kann es in der Hitze
des Gefechts schon einmal vorkom-
men, dass ein Schiiler den Ausdruck
A + AB so liest: Zum Punkt A wird
der Pfeil AB addiert. Das ist zwar
streng genommen nicht erlaubt, aber
nicht tragisch und hat keine negati-
ven Auswirkungen.

Was jedoch wichtig ist und in die-
sem Zusammenhang bei den Lernen-
den unbedingt erreicht werden sollte,
ist die Fahigkeit, eine Sachlage auf-
zukldren, wenn eine Verstdndnis-
schwierigkeit auftaucht. Wenn man
gefragt wird, warum in einem Pa-
rallelogramm ABCD die Gleichung

BC = AD gilt, obwohl die Pfeile un-
terschiedlich sind, sollte man nicht
kapitulieren, sondern erkldren kon-
nen, dass es sich um zwei einander
gleiche Zahlenpaare handelt, die
durch unterschiedliche Pfeile geome-
trisch dargestellt werden.

In der klassischen Linearen Alge-
bra der Hochschule wird das Verhélt-
nis zwischen Algebra und Geometrie
anders gesehen: In der Algebra gibt
es den Vektorraum R2, also den Vek-
torraum der Zahlenpaare. In der
Geometrie gibt es Vektorrdume fir
geometrische Objekte, z.B. den Vek-
torraum der Pfeilklassen. Die Bezie-
hung zwischen diesen beiden Vek-
torrdumen ist eine Isomorphie im
Sinne der Linearen Algebra.

Im Konzept der algebraischen
Vektoren mit geometrischer Deu-
tung wird jedoch nicht so vorgegan-
gen. Es wird zwar ebenfalls der Vek-
torraum R2 betrachtet (wenngleich
ohne Nennung des Wortes ,,Vektor-
raum®), es werden jedoch keine Re-
chenoperationen fiir irgendwelche
geometrischen Objekte eingefiihrt,
weder fiir Punkte noch Pfeile noch ir-
gendetwas anderes. Deshalb erhilt
die Ebene bei diesem Aufbau auch
keine Vektorraumstruktur. Die Be-
ziehung zwischen R2 und Ebene
kann daher nicht als Isomorphie im
Sinne der Linearen Algebra aufge-
fasst werden, sondern nur im Sinne
einer anschaulichen geometrischen
Deutung algebraischer Sachverhalte
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bzw. umgekehrt als eine anschauli-
che algebraische Beschreibung geo-
metrischer Sachverhalte. Das ist we-
niger als das, was an der Hochschule
gelehrt wird, reicht aber fiir die Ana-
lytische Geometrie der Schule vollig
aus.

Die Einschrankung des schuli-
schen Vektorbegriffs auf die Vektoren
in R* anstelle eines allgemeinen Vek-
torbegriffes (Vektor als Element ei-
nes Vektorraums) stellt keine ernst-
hafte Einschriankung dar. Ein Satz
der Linearen Algebra besagt ja, dass
jeder n-dimensionale Vektorraum
isomorph zu R” ist. Nach Einfithrung
einer Basis kann man jeden Vektor

aus einem n-dimensionalen Vektor-
raum durch den dazugehéorigen Koor-
dinatenvektor, also einen Vektor in
R* angeben. Der Vektorraum [R” ist
also der typische Vertreter eines n-di-
mensionalen Vektorraumes schlecht-
hin. Die Verallgemeinerung von [R”*
zum allgemeinen Vektorraum berei-
tet an der Hochschule keinerlei Prob-
leme. Insofern ist das hier vorge-
schlagene Vektorkonzept auch ,auf-
wartskompatibel“ und eine gute Vor-
bereitung fiir die Hochschule.
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Mathematik verstehen 5 und 6. Schulbuch fir
die AHS-Oberstufe. Osterreichischer Bundes-
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Anzeige

Reihe: SINUS Transfer

Zeichnen mit Bleistift und Geodreieck.

www.friedrichonline.de
E-Mail: leserservice@friedrich-verlag.de

Lernen und Lehren mit
dynamischen Arbeitsblattern Mathematik

e Arheitshlatter

Die Dynamischen Arbeitsbldtter bieten Ihren Schiilerinnen und Schiilern Lernum-
gebungen, in denen sie GesetzméaBigkeiten durch eigenes Experimentieren entdek-
ken kénnen. Das Ausprobieren und Experimentieren am Bildschirm ergénzt dabei das

Durch dieses Visualisieren und Dynamisieren konnen lhre Schiilerinnen viele
Zusammenhange selbst erkennen oder eigene Vermutungen anstellen.

Die Inhalte der Arbeitsbldtter: Dreiecke, Vierecke, Achsensymmetrie. Inklusive
Arbeitsauftragen, Hilfen und weiterfiihrenden Links.

Die Lernumgebungen basieren auf der Mathematiksoftware GEONEXT.

BESUCHEN SIE UNS AUCH IM INTERNET: | Fiir Ihre Bestellung wenden Sie sich bitte an unseren Leserservice.
Telefon: 0511 /4 00 04-150, Fax: -170
Preise zzgl. Versandkosten, Stand 2005.
(Preise in Klammern fir Nicht-Abonnenten)

FRIEDRICH VERLAG

Pddagogische Zeitschriften in Zusammenarbeit mit Klett

Ausgezeichnet mit dem
digita 2005, dem Deutschen
Bildungssoftware-Preis.

Paket
Einzelplatz-Lizenz (CD-ROM)

mit Handbuch
Bestell-Nr. 92355, € 49,80

Handbuch
ISBN 3-617-92354-2
€16,80

Einzelplatz-Lizenz
CD-ROM
Bestell-Nr. 92352, € 39,-

Geeignet fir:

Windows 98/ME/NT/2000/XP
128 MB Arbeitsspeicher

ab 800x600 Pixel Auflésung
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Fit fur die nachste Klassenarbeit

Mit den neuen Lambacher Schweizer Klassenarbeiten konnen lhre Schiilerinnen und
Schiiler selbststandig das Gelernte wiederholen, auffrischen und tiberpriifen.

Langsam einsteigen und die Anforderungen schrittweise erh6hen — so wird das selbststdndige
Lernen erleichtert. Jedes Kapitel ist gewohnt klar und iibersichtlich aufgebaut und enthdlt
vielfiltige Hilfestellungen zum Uben und Wiederholen:

e zwei Seiten Basiswissen und einen Kurztest fiir einen leichten Einstieg ins Thema

e vier Klassenarbeiten mit zunehmendem Schwierigkeitsgrad

e ausfiihrliche Losungen fiir alle Klassenarbeiten

¢ Tutorldsungen mit Hinweisen auf zentrale Arbeitstechniken
Abgerundet wird der Band durch Jahresarbeiten, die den gesamten Stoff des Schuljahres abfragen

und sich im Aufbau an den neuen Standards und Jahrgangsarbeiten orientieren.

Lambacher Schweizer
Klassenarbeiten

fiir Klasse 5

Schiilerheft mit Losungen,
120 Seiten, flexibler Einband
3-12-734055-9 € 10,20 €

Weitere Bande sind in Vorbereitung.

www.klett.de 9




Foto: bilderbox

UNTERRICHTSPRAXIS

W SEKUNDARSTUFE I/l
9.-13. Schuljahr

Schwierig-
keiten
mit Vektoren

Vektoren scheinen flir uns
Lehrerinnen und Lehrer eine
klare Sache zu sein. Aber was
stellen sich die Schiilerinnen
und Schiiler darunter vor?

Giinther Malle

Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an
der Universitat Wien
E-Mail: guenther.malle@univie.ac.at
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IVIit dem Ziel, die Vorstellungen
von Schiilerinnen und Schiilern
zu Vektoren und zur Analytischen
Geometrie zu erforschen, haben wir
im letzten Jahrzehnt zahlreiche
schriftliche Befragungen und miind-
liche Interviews an der Fakultat fir
Mathematik der Universitdt Wien
durchgefiihrt. (Insgesamt wurden ca.
700 Schiilerinnen und Schiiler er-
fasst, die Ergebnisse liegen in Form
von Diplomarbeiten vor.) Dabei wur-
den einerseits ziemlich unerwartete
Vorstellungen der Befragten sicht-
bar, andererseits lielen sich aber
auch die Auswirkungen eines un-
durchdachten Vektorkonzepts und
anderer unterrichtlicher Méngel er-
kennen. Von der Fiille der Resultate
kann hier klarerweise nur ein winzi-
ger Ausschnitt wiedergegeben wer-
den. Ich méchte damit erreichen, Sie
als Leserinnen und Leser fiir solche
Fragen zu sensibilisieren und Sie an-
zuregen, derartige Befragungen viel-
leicht auch in den eigenen Klassen
durchzufiihren.

Die im Folgenden vorgestellten
Ausschnitte stammen aus Interviews
mit 15-jadhrigen Schiilerinnen und
Schiilern der Gymnasien. Man be-
achte dabei, dass in Osterreich die
Vektorrechnung und Analytische
Geometrie in den Klassenstufen 9 bis
12 unterrichtet wird. Alle interview-
ten Schiilerinnen und Schiiler hatten
die untersuchten Inhalte im Unter-
richt bereits kennen gelernt. Vek-
toren wurden dabei als Pfeilklassen
eingefithrt, gearbeitet wurde an-
schliefend jedoch vorwiegend mit
Zahlenpaaren, Zahlentripeln usw.,
die ebenfalls als , Vektoren“ bezeich-
net wurden.

Schwierigkeiten
mit Pfeilklassen

Die Probleme der Schiilerinnen und
Schiiler liegen im Allgemeinen in
dem unaufgekldarten Widerspruch,
dass Vektoren im Unterricht als
Pfeilklassen eingefithrt wurden,
beim praktischen Gebrauch jedoch
als Einzelpfeile aufgefasst werden.
Betrachten wir dazu den folgenden
Ausschnitt aus dem Interview mit
Alexandra (15):

I Was stellst du dir unter einem Vektor
vor?

A: Einen Pfeil in einem Raum.

I. Jemand sagt: ,Ein Vektor ist die Ge-
samtheit dieser Pfeile.“ Was sagst du
dazu?

A: Stimmt nicht!

Warum?

A: Ein Vektor ist etwas Einzelnes. Es

gibt natiirlich mehrere Vektoren, das

sind dann mehrere Pfeile, aber eine

Gesamtheit? Das kann ich mir nicht

vorstellen.

Was ist fiir dich ein Vektor?

A: Etwas Einzelnes, womit man rechnen
kann oder eben zeichnen. Jeder Ein-
zelne dieser vier Pfeile ist ein Vektor.

I: Diese Pfeile sind gleich lang, parallel
und gleich orientiert. Handelt es sich
immer um ein und denselben Vektor?

A: Nein! Wenn es ein und derselbe Vek-
tor wire, dann wiirde ja nur ein Vek-
tor [gemeint: Pfeil] da sein.

ry

ry

Ein dhnlicher Ausschnitt aus dem In-
terview mit Richard (15):

I. Jemand sagt: ,Ein Vektor ist die Ge-
samtheit dieser Pfeile.“ Was sagst du

////

R: Diese vier Vektoren kann man anei-
nander reihen und kommt dann auf
einen Vektor, einen Gesamtvektor.
Bitte zeichne das auf!

R (fertigt eine Zeichnung an);

=

Alle befragten Schiilerinnen und
Schiiler zeigten eine deutliche Aver-
sion gegen Pfeilklassen. Bei manchen
hatte man den Eindruck, dass sie
sich eine solche Klasse als Denk-
objekt, mit dem man operieren kann,
gar nicht vorstellen konnten, weil
ihnen das zu abstrakt war.

Die Identifikation eines Vektors
mit einem Einzelpfeil zieht nun eini-
ge Folgeprobleme nach sich. Wenn
wir in einem Parallelogramm ABCD
die Gleichung AD = BC anschrei-
ben, ergibt sich das Problem, wieso
zwei offenkundig verschiedene Pfeile
einander gleich sind. Dazu ein weite-
rer Ausschnitt aus dem Interview
mit Alexandra:
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C
D
b

B
A a

A: Ich wirde Vektor & auf Vektor @ so
lange verschieben, bis ich zum Punkt
B komme, und dann habe ich den
Vektor BC ... Das ist eigentlich genau
derselbe Vektor wie &, nur von einem
anderen Punkt zu einem anderen
Punkt.

I: Kann man behaupten: BC =5?

A: Nein, weil BC geht von einem ande-
ren Punkt als b aus.

Merken Sie den Widerspruch in die-
sem Interviewausschnitt? Einerseits
sagt Alexandra, dass BC eigentlich
genau derselbe Vektor wie b ist, an-
dererseits sagt sie, dass man nicht
BC = b setzen kann. Dieser Wider-
spruch wurde fiir Alexandra vermut-
lich nie aufgeklért; sie muss damit le-
ben. Angesichts solcher begrifflicher
Verwirrungen darf man sich aber
auch tiber die folgende Antwort von
Michaela (15) nicht wundern:

I: Was stellst du dir unter einem Vektor
vor?

M:Ich weil nicht. Ich habe tiberhaupt
keine Ahnung. Ein Vektor ist fiir mich
nur ein Buchstabe mit oben einem
Pfeil.

Die algebraische
Auffassung von Vektoren

Die Identifikation eines Vektors mit
einem Pfeil sitzt bei manchen
Schiilern so tief, dass sie diese Asso-
ziation auch dann heranziehen,
wenn sie absolut nicht passend ist.
Kommt in einer Aufgabe das Wort
»Vektor“ vor, wird sozusagen der
Knopf auf ,,Geometrie“ gestellt und
gar nicht mehr gefragt, ob dies auch
sinnvoll ist.

Wir haben beispielsweise gefragt,
ob die Vektoren (150/70) wund
(70|150) gleich oder verschieden
sind. Kaum jemand hat mit der paar-
weisen Ubereinstimmung der Koor-
dinaten argumentiert. Die meisten
haben die Vektoren aufgezeichnet
und erst nach Fertigstellung der
Zeichnung geantwortet, dass die bei-
den Vektoren verschieden seien. Da-
zu ein bezeichnender Ausschnitt aus
dem Interview mit Alexandra (15):
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Welche Vorstellung haben die Lernenden von Vektoren?

» Aufgabe
Bei den vier Spielen eines Fuf3ballcups wurden von
folgenden Spielern Tore geschossen.

1. Spiel: Miiller (2), Schmid (1), Kaiser (2)
2. Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1)
3. Spiel: Miiller (1), Eder (2), Schmid (1)
4. Spiel: Kaiser (4)

Ordne jedem Spieler einen Vektor zu, der angibt, wie viele Tore
er in jedem Spiel geschossen hat.

Einige Losungsbeispiele

Richard (15)

HWelleyr A — 2.

5 @

Alexandra (15)
Lum At 1cm Lowm T
T 5 — K
Sandra (15)
I
M SR
Natascha (15)

4.5pc'eZ y
H: g Sk, WW

Christian (15)
A. 7. 3. 4.
Mitllex A\ Tore C1-No"
Masen
Ko aon 2 + /'1\
Shunid ’ -—%:; t
0 "X+ Spiele
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I: Du erkennst die Ungleichheit dieser
Vektoren aufgrund einer Zeichnung.
Kannst du dies auch ohne Zeichnung
begriinden?

A: Nein!

Einige der Befragten haben zunéchst
behauptet, dass die Vektoren gleich
wéren, weil sie die gleichen Zahlen
beinhalten. Nach Anfertigung einer
Zeichnung behaupteten sie jedoch
das Gegenteil.

Schlimmer noch waren die Ergeb-
nisse bei der Aufgabe in Kasten 1, Sei-
te 17. Mag sein, dass diese Aufgabe
etwas gekiinstelt wirkt (eine Tabelle
wére hier wahrscheinlich eine ange-
messenere Darstellung). Aber darum
geht es hier nicht. Die Aufgabe sollte
dazu dienen, festzustellen, ob die be-
fragten Schiilerinnen und Schiiler
mit dem Wort ,,Vektor“ eher etwas
Algebraisches oder eher etwas Geo-
metrisches verbinden.

Die Ergebnisse waren iiberra-
schend. Obwohl alle Befragten im
Unterricht ausgiebig mit Zahlenqua-
drupeln gearbeitet hatten und diese
Objekte beim praktischen Arbeiten
auch immer wieder als ,Vektoren“
bezeichnet wurden, hat kein einziger
ein Quadrupel von Zahlen hinge-
schrieben, sondern alle haben ver-
sucht, den einzelnen Fuflballern ir-
gendwelche Pfeile zuzuordnen (s.
Kasten 1). Christians Darstellung
soll wohl eine Art Stabdiagramm
sein.

Deutung von Zahlenpaaren
als Pfeile

Wenn sie danach gefragt wurden
konnten die meisten Schiilerinnen
und Schiiler ein Zahlenpaar als
Punkt deuten. Forderte man sie je-
doch auf] ein Zahlenpaar als Pfeil zu
deuten, gab es manchmal Schwierig-
keiten. Dazu ein Ausschnitt aus dem
Interview mit Natascha (15):

N: (3|4) sind die Koordinaten von einem
Punkt im ebenen Koordinatensystem
im Zweidimensionalen.

18

I: Kann dieses Zahlenpaar auch einen
Pfeil darstellen?

N: Nein, da brduchte ich noch ein zwei-
tes Koordinatenpaar, um den Pfeil
darzustellen. Aber ich habe nur eines
gegeben, also kann es nur einen
Punkt darstellen.

Natascha ist offensichtlich der Mei-
nung, dass man einen Pfeil nur durch
Angabe der Koordinaten seines An-
fangs- und Endpunktes angeben kon-
ne.

Ein Ausschnitt aus dem Interview
mit Christian (15):

I. Stellt das Zahlenpaar (ij einen Pfeil
oder einen Punkt dar?

Ch:So wie es da steht mit dieser Spalten-
form ist es ein Pfeil.
Wenn (3|4) da stehen wiirde, wire es
ein Punkt.

Dies haben wir des Ofteren beobach-
tet. Wurde es moglicherweise so un-
terrichtet? (Wenn dies da und dort
ublich sein sollte, dann sollte man
dieses nicht sinnvolle Vorgehen tiber-
denken.)

Schwierigkeiten
mit dem Nullvektor

Der Nullvektor ist ein Grenzfall ei-
nes Vektors. Er entspricht einem ent-
arteten Pfeil der Linge 0. Aber ein
Pfeil der Lange 0 ist kein Pfeil mehr,
sondern ein Punkt. Weil viele Schiile-
rinnen und Schiiler einen Vektor mit
einem Pfeil identifizieren, ist somit
der Nullvektor kein Vektor. Dazu
zunichst ein Ausschnitt aus dem In-
terview mit Kathi (15):

Kathi schreibt: 0-@ = (g ).
K: Dann ist es ein Punkt.
Dann ist es ein Punkt?
: Ja, der Nullpunkt.
Kann es auch ein Pfeil sein?
: Nein!
Warum nicht?
: Es ist kein Pfeil. Es steckt keine Ver-
bindung drinnen.

I. Das wire also ein Zahlenpaar, das
man nicht als Pfeil interpretieren
kann.

K: Ja.

Ein Ausschnitt aus dem Interview
mit Daniel und Christoph (beide 15),
in dem es um den Vektor r - @ geht:

I: Undwenn r=0?
D: Dann gibt’s den Vektor nicht.
Ch:Es ist der Nullpunkt.

I: Esist der Nullpunkt?

Ch:Ja.

D: ... Ja, er muss im Koordinatenur-
sprung liegen. Ah nein, es ist ein Vek-
tor!!!! Richtig. D.h. es ist der Punkt,
wo der Vektor @ weggehen wiirde, al-
so der Schaft ... Ja der kann auch ir-
gendwo anders liegen, aber der Punkt
muss da liegen [er zeichnet ein Ach-
senkreuz und zeigt auf den Ur-
sprung]. Aber nein, der kann tiberall
liegen. Denn wenn der Vektor tiberall
liegen kann, kann der Punkt tberall
liegen.

Daniel ist ganz verwirrt. Liegt der
Nullvektor jetzt im Ursprung oder
kann er auch woanders liegen? Er
schwankt zwischen diesen beiden
Auffassungen hin und her. Sein Prob-
lem kann man prégnant so beschrei-
ben: Der Nullvektor (0|0) ist ein zur
Liange 0 entarteter Pfeil, also ein
Punkt. Der Punkt (0]0) liegt aber im
Ursprung. Wie kann er da woanders
liegen?

Learning without
Understanding

Dieses gefliigelte Wort stammt aus
der Didaktik der elementaren Alge-
bra und geht auf P. C. Rosnick und
dJ. Clement zuriick. Diese haben als
erste nachgewiesen, dass viele Men-
schen Variablen benutzen, ohne zu
verstehen, wie diese in der Mathema-
tik verwendet werden. Diese Beob-
achtung im Eindimensionalen lasst
sich nahtlos im Zweidimensionalen
fortsetzen. Viele Schiilerinnen und
Schiiler gebrauchen Vektoren ohne
zu verstehen, was sie tun. Dies de-
monstrieren die folgenden Beispiele
zur Parameterdarstellung einer Ge-
raden. Viele der hier vorgestellten
Schiilerinnen und Schiiler konnten
die schuliiblichen Grundaufgaben
zur Parameterdarstellung einer Ge-
raden so recht und schlecht losen.
Doch sehen wir uns an, wie viel Ver-
stdndnis dahinter liegt.

Ausschnitt aus dem Interview mit
Michaela (15):

I. Kennst du die Parameterdarstellung
einer Geraden?
M: Ja! (sie schreibt:)

g=(31+M3

Das ist zum Beispiel irgendein Punkt,
zum Beispiel (2|4) plus Lambda mal
(516) ist gleich die Gerade g.

I: Warum stellt das eine Gerade dar?
M: Weif} ich nicht!
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Wie stellt man
eine Formel mit Vektoren auf?

» Aufgabe
Stelle eine Formel fiir den Mittelpunkt M
einer Strecke AB auf:

Einige Ldsungsheispiele
Alle Befragten gingen von derselben Skizze aus,
schrieben jedoch Unterschiedliches an.

Umgang mit Ortsvektoren

> Aufgabe o
Berechne den Vektor AB und veranschauliche
thn an einer Skizze: A =(8|7), B =(13|12).

Ein Losungsbeispiel
Christian rechnet richtig: B — A = (5/6). Er zeich-
net die Punkte A und B einigermalflen richtig in

ein Koordinatensystem ein, stellt aber dann den
Vektor AB als Ortspfeil dar:

A M B
B
Izabela (15): & : E_y
Florian (15): M = A? b IY+ B A
Martin (15): M =4 +2A—B ¢
Karin (15): M = A;_B 0- e -,

I: Was bedeutet (5|6)? Ist das auch ein
Punkt?

M: Das ist der Parameter.

I: Was ist das Lambda?

M: Das Lambda gehort eben dazu. Da
gibt es auch eine Normalform. Die ist
halt ohne Lambda.

I. Aber warum stellt das eine Gerade
dar?

M: Ich weil} es nicht!

Ausschnitt aus dem Interview mit
Florian (15):

I: Kennst du die Parameterdarstellung
einer Geraden?

F: Ich glaube, das hat etwas mit diesem

groflen X zu tun. X ist gleich irgendei-

nem Punkt A plus ¢ mal AB. (Er

schreibt:)

X=A+tAB

Warum stellt das eine Gerade dar?

F: Fir ¢t kann man auch Lambda schrei-

ben.

Warum stellt das eine Gerade dar?

F: Weil} ich nicht.

=

=

Vektorformeln aufstellen

Auch die aus der eindimensionalen
Algebra bekannten Schwierigkeiten
von Schiilerinnen und Schiilern beim
Aufstellen von Formeln finden sich
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im Zweidimensionalen wieder, wie
man am Beispiel in Kasten 2 sieht.

Das Problem der Schiilerinnen
und Schiiler liegt nicht darin, dass
sie falsch gedacht hitten. Man spiirt,
dass sie alle im Prinzip so gedacht
haben: ,Ich gehe von A aus, gebe die
Halfte von AB dazu und komme zu
M*. Sie wissen jedoch nicht, wie sie
ihren Gedankengang mit Hilfe der
Vektorsymbolik anschreiben sollen
(ein Phénomen, das in analoger Form
aus der elementaren Algebra be-
kannt ist). Allerdings spricht aus den
angebotenen Schreibweisen auch ein
gewisses Unverstédndnis des Vektor-
begriffs. Wer einigermalflen verstan-
den hat, was ein Vektor ist und wie
man die Addition von Vektoren geo-
metrisch deuten kann, muss bei die-
sen Schreibweisen stutzig werden.
Es fehlt hier etwas, was man mit der
,2Dimensionskontrolle“ der Physiker
vergleichen konnte. Zum Beispiel
stellt bei Florian die linke Seite einen
Punkt, die rechte einen Pfeil dar, das
miisste ihn doch storen.

Problem: Ortsvektoren

Die verbreitete Verwendung von
,Ortsvektoren® im Unterricht (siehe
auch S. 12) hat sich an vielen Inter-

viewstellen schédlich ausgewirkt.
Ein Beispiel ist der Losung der Auf-
gabe in Kasten 3.

Die néchstliegende Veranschauli-
chung wire hier wohl gewesen, einen
Pfeil von A nach B zu zeichnen. Dies
tut Christian jedoch erst, nachdem
ihn der Interviewer dazu auffordert.
Offensichtlich schldgt bei ihm in ei-
nem unpassenden Moment die im
Unterricht praktizierte Gepflogen-
heit durch, Vektoren als Ortspfeile
mit dem Anfangspunkt im Ursprung
darzustellen.
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Heif} oder
kalt?

Eine Software zur Voriibung
fiir den Vektorbegriff
und die Vektoraddition

Mit zwei einfachen Java-Applets
gehen die Schilerinnen und
Schiiler auf Schatzsuche.
Nebenbei sammeln sie erste
Erfahrungen mit Koordinaten
und Vektoren.

Andreas Ulovec

Wissenschaftlicher Mitarbeiter der Fakultat
flir Mathematik der Universitat Wien.
E-Mail: Andreas.Ulovec@univie.ac.at
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W drmer, wiarmer, kéilter — Uih,
ganz heifl! Diese Suche nach
versteckten Dingen ist ein bekanntes
Kinderspiel. Durch Zurufen wird der
Suchende auf die heile Fahrte ge-
setzt und zum Ziel dirigiert. Auf die-
ser Idee basiert das Programm ,Heil3
oder kalt“. Wir stellen das Programm
hier in zwei Varianten vor, die als
Voriibung zur Punkt-Pfeil-Darstel-
lung von Vektoren sowie zur Pfeil-
darstellung von Vektoren dienen (un-
ter Vektoren verstehen wir in diesem
Zusammenhang immer Zahlenpaa-
re). Nédheres zu diesen Darstellungen
der Addition von Vektoren findet
man in den Basisartikeln (S. 5, S. 8).

Beide Programme erfordern keine
besonderen Vorkenntnisse, keine
lange Einfiithrung, und sind leicht
und selbsterkldrend zu bedienen. Sie
dienen nur zur Voriibung fiir den
Vektorbegriff und die Vektoraddition
— daher werden die Begriffe ,,Vektor®,
»Zahlenpaar” etc. in der Software
nicht verwendet.

Die Schatzsuche ist ein einfaches
Spiel. Die Erfahrungen der Schiile-
rinnen und Schiiler konnen im spéte-
ren Unterricht gewinnbringend auf-
gegriffen werden.

Die beiden hier vorgestellten Pro-
gramme HeissOderKalt.java und
HeissOderKalt2.java sind auf unse-
rer Homepage (www.mathematik-
lehren.de) zu finden und kénnen kos-
tenlos heruntergeladen werden.

Punkt-Pfeil-Darstellung

Eine Schatzsucherin steht inmitten
einer Ebene. Sie hat keine Ahnung,
wo sich der gesuchte Schatz befindet,
nur eine elektronische Karte hat
man ihr mitgegeben. Auf dieser ist
zwar ein Koordinatensystem einge-
zeichnet und viele Punkte, an denen
sich der Schatz verbergen kénnte —
nur leider verrit ihr die Karte nicht,
wo der Schatz genau liegt. Ein klei-
ner roter Kreis zeigt an, wo sich die
Schatzsucherin gerade aufhilt. In
der linken Spalte kann sie ihre Posi-
tion auch ablesen (Abb. 1). Damit sie
aber nicht vollig hilflos herumsuchen
muss, verrit ihr die Karte die unge-
fiahre Entfernung zum Schatz — von
H,kalt® (Du bist ganz weit weg) bis
,heifl (Du bist ganz nah dran).

Um den Schatz zu finden, bewegt
sie sich einige Schritte nach links,
rechts, oben oder unten. Diese Schrit-
te werden in der mittleren Spalte
eingegeben: Negative Zahlen fiithren
nach links bzw. unten, positive Zah-

len fithren nach rechts bzw. oben. Ein
Klick auf OK zeichnet einen Pfeil von
der bisherigen zur neuen Position
und gibt die neue Position auch in
der rechten Spalte an. Diese Position
wird automatisch in die erste Spalte
der néchsten Zeile tibertragen. Nach
einigen Schritten sieht die Sache
schon erfreulicher aus (Abb. 2). Da die
Schatzsucherin nur einen kleinen
Wasservorrat mit sich trigt, muss sie
— falls sie den Schatz nicht nach
sechs Versuchen findet — aufgeben
und zum Basislager zuriickkehren.
Falls sie aber ihr Ziel erreicht, wird
sie mit einem Schatz belohnt (Abb. 3).

Pfeil-Darstellung

Die Ausgangssituation im zweiten
Programm ist ganz dhnlich zur obi-
gen. Allerdings bewegt man sich nun,
indem man einen neuen Pfeil an ei-
nen bereits vorhandenen Pfeil an-
hingt. Die bereits erreichten Punkte
werden durch kleine graue Kreise ge-
kennzeichnet. Bei jedem Schritt wer-
den nur die beiden letzten aneinan-
der gehingten Pfeile sowie der Sum-
menpfeil dargestellt, die frither ge-
zeichneten Pfeile verschwinden wie-
der (Abb. 4).

T .o
Hilfe
|lauwarm | | Neustart!| H OK H Ende ‘
Punkt Pfeil Punkt
o i e iD=« ChT

Abb. 1: Ausgangspunkt im Ursprung
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Auf Schatzsuche

Eine Schatzsucherin hofft auf deine Hilfe! Sie steht in-
mitten einer Ebene und hat keine Ahnung, wo sich der
gesuchte Schatz befindet, nur eine elektronische Karte
hat man ihr mitgegeben. Auf dieser ist zwar ein Koor-
dinatensystem eingezeichnet und viele Punkte, an de-
nen sich der Schatz verbergen konnte — nur leider ver-
rat ihr die Karte nicht, wo sich der Schatz befindet.
Ein kleiner roter Kreis zeigt an, wo sie sich gerade auf-
hailt, und sie kann ihre Position auch in der linken
Spalte ablesen. Damit sie aber nicht vollig hilflos her-
umsuchen muss, verrét ihr die Karte die ungeféhre
Entfernung zum Schatz — von ,kalt” (Du bist ganz weit
weg) bis ,heil3* (Du bist ganz nah dran). Da die Schatz-
sucherin nur einen kleinen Wasservorrat mit sich
tragt, muss sie — falls sie den Schatz nicht nach sechs
Versuchen findet — aufgeben und zum Basislager
zuriickkehren. Falls sie aber ihr Ziel erreicht, wird sie

mit einem Schatz belohnt.

> Auftrag

Deine Aufgabe ist es, ihr zu helfen, den Schatz zu finden. Du kannst sie einige Schritte nach links,
rechts, oben, oder unten gehen lassen, indem du diese Schritte in der mittleren Spalte eingibst —
negative Zahlen fiir nach links bzw. unten, positive fiir rechts bzw. oben. Ein Klick auf OK zeichnet

mathematik lehren / Heft 133

einen Pfeil von der bisherigen Position zur neuen Position und gibt die neue Position auch in
der rechten Spalte an. Diese Position wird automatisch in die erste Spalte der ndchsten Zeile
itbertragen.
=1oix] =lofx] =1oix|
Hilfe Hilfe Hilfe
xxxxxx | | o e w2 g
,,,,,,,,,, - e
heifs | weustart || o || Enve | Schatz gefunden] | weustart || ok || Ende | heit | |[ oK || Ende |
Punkt Pfeil Punkt Punkt Pfeil Punkt Pfeil Pfeil Pfeil
to Jifo D=ch il h=eh il b to Jilo Dech il h=ch il b ¢ Jith Dedks ils h=de lils
i b Doz il D=l iz D i ih ez il =ol iz b ¢z il Dyecks 13 h=dlz 18
iz ecks ils h=cka 1B D iz Dyeckz ile D=l lils D 7l Dyedh Jile =cls 1z
the Jile =< iD=« [ tha Jile Jy=¢fa iF2 Ja=cf7 Jife el il y=tfp ils D=cla iz
(7 il ez il D=l Jile I 2l b=« D= il D
tbs il =« D= il D
Abh. 2: Naher dem Ziel Abb. 3: Schatz gefunden Abbh. 4: Pfeile kennzeichnen den Weg
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Koordinaten
zum Zeichnen
geometrischer
Korper nutzen

Schréaghilder mit EXCEL

Das Zeichnen von Schragbildern
schult nicht nur das raumliche
Denken, auch der Nutzen von
Koordinaten wird erfahrbar:

Ein Unterrichtsgang von den
ersten Anfangen bis zur
Darstellung am Computer.

Exel-Arbeitsblatter unter ML133
bei www.mathematik-lehren.de

Heinz Klaus Strick
Mathematiklehrer und Schulleiter am Landrat-Lucas-

Gymnasium, Leverkusen
E-Mail: strick.lev@t-online.de
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uader, Pyramide, Prisma, Zylin-

der, Kegel, Kugel — Wie sehen die-
se Korper aus und wo kommen sie
uberall vor? Im Rahmen des ein-
fithrenden Geometrieunterrichts in
der Unterstufe beschéftigen sich die
Schiilerinnen und Schiiler mit unter-
schiedlichen geometrischen Korpern.
Dabei lernen sie einige Grundformen
kennen und entdecken diese Formen
auch in ihrer Umwelt wieder. In die-
sem Zusammenhang lernen sie auch,
wie man Schrigbilder von einfachen
Korpern (z.B. Wiirfeln) zeichnet, da-
mit sie die rAiumlichen Gebilde besser
erfassen konnen. Wie konnen diese
Schrégbilder erst mit einfachen Mit-
teln bis hin zum spéteren Einsatz des
Rechners erstellt werden?

Da die Lernenden anfangs noch
nicht mit dem Winkelmesser umge-
hen konnen, benutzt man fir die
Darstellung der nach hinten (senk-
recht zur Gesichtsfeldebene) verlau-
fenden Linien die Diagonalen der Re-
chenkéstchen auf der Tafel oder im
Schulheft.

Die Schiilerinnen und Schiiler er-
kennen durch Vergleich verschiede-
ner Varianten, dass ein angemesse-
nes Bild des Korpers entsteht, wenn
man die nach hinten verlaufenden
Strecken in der Lénge verkiirzt
zeichnet. Ein solchen Bild eines Wiir-
fels mit einer Kantenlénge von 4 Ein-
heiten entsteht, wenn fiir die nach
hinten verlaufenden Kanten die Dia-
gonalen von 2 Rechenkéstchen ver-
wendet werden (Abb. 1).

Bereitet die Benutzung des Win-
kelmessers keine Probleme mehr, so
kann auf die Rechenkistchen ver-
zichtet werden. Bei den Schrag-
bildern, die dann entstehen, kénnen
unterschiedliche Winkel gegeniiber
der Gesichtsfeldebene sowie unter-
schiedliche Kiirzungsfaktoren fiir die
nach hinten verlaufenden Strecken
berticksichtigt werden, beispielswei-
se statt eines Winkels von 45° wird
ein Winkel von 30° gewihlt. Die zur
Gesichtsfeldebene senkrecht verlau-

/|

/

Abb. 1: Schrégbild eines Wiirfels
mithilfe der Rechenkéstchen zeichnen

fenden Strecken werden auf die Half-
te der tatsdchlichen Linge verkiirzt
(s. Abb. 2).

Wenn man den Wirfel um 45°
dreht, so dass nicht eine Fliche, son-
dern eine Kante nach vorn weist,
wird das Zeichnen eines Schrigbilds
komplizierter: Die vordere Kante
und die zu ihr parallelen Kanten
werden unverzerrt gezeichnet, aber
nicht die Fldchen ,vorn“ und ,hin-
ten“. Jedoch miisste das Rechteck,
welches von je einer der beiden Dia-
gonalen in Grund- und Deckflédche
und der beiden Kanten (links und
rechts) begrenzt wird, unverzerrt ge-
zeichnet werden.

Ein gedrehter Wiirfel 14asst sich da-
her wie folgt zeichnen (s. Kasten 1,
Beispiel 1): Zunéchst zeichnet man
die quadratische Grundfldche unver-
zerrt und misst — da in Klasse 6 die
Kenntnisse des Satzes von Pythago-
ras nicht vorliegen — die Diagonalen
in der gezeichneten Figur.

Wenn a = 6cm ist, ergibt sich fir
die Diagonalen ungefiahr eine Linge
von d = 8,5cm.

Dann zeichnet man ein Schrigbild
dieser Grundfldche. Zunéchst erstellt
man ein Schrigbild der beiden Dia-
gonalen (eine Diagonale unverzerrt,
da parallel zur Gesichtsfeldebene, die
andere vom Mittelpunkt der Diago-
nalen aus unter einem Winkel von
30° mit halber Lénge, da orthogonal
zur Gesichtsfeldebene), dann verbin-
det man die Endpunkte der Diago-
nalen und erhilt ein Schragbild der
Grundflache des Wirfels. Dann
zeichnet man die senkrecht verlau-
fenden Kanten (unverzerrt) und er-
génzt die Deckflache des Wiirfels.

Ein Prisma zeichnen

In der 7. oder 8. Klasse konnen die
Schiilerinnen und Schiiler ein gleich-
seitiges, dreiseitiges Prisma zeich-
nen: Ausgangspunkt ist das unver-
zerrte gleichseitige Dreieck (Grund-
riss des Korpers, s. Beispiel 2). Nun
wird die Fldchenhohe in der gezeich-

Ahb. 2: Schrigbild eines Wiirfels
30°-Linien, Verkiirzungsfaktor 1 |
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neten Figur gemessen. Wenn die
Dreiecksseite ¢ = 4cm ist, ergibt
sich fiir die Dreieckshéhe ungeféhr
eine Léinge von A = 3,4cm.

Fir das Schrigbild dieser Grund-
flache des Prismas zeichnet man eine
Grundseite der Linge a = 4cm und
als Hilfslinie eine Strecke von unge-
fahr 1,7cm von der Mitte der Grund-
seite aus unter einem Winkel von
30°. Anschlieflend verbindet man die
beiden Endpunkte der Grundseite
mit dem Endpunkt der ,schriag® ein-
gezeichneten Hohe und ergénzt die
Figur zum Schrégbild des Prismas.

Eckpunkt-Koordinaten
benutzen

Schrégbilder von Quadern und Pris-
men sowie von Pyramiden lassen
sich wie beschrieben zeichnen. Alter-
nativ kann man auch die Koordina-
ten der vorhandenen Eckpunkte in
einem geeigneten 3-dimensionalen
Koordinatensystem ermitteln. Man
bestimmt deren Lage in einem
Schrighbild und verbindet die ent-
sprechenden Eckpunkte miteinan-
der.

Wir wollen diesen Weg am Bei-
spiel eines Wiirfels erldutern (Abb. 3).
Die Ecken eines Wiirfels bestimmen
ein 3-dimensionales Koordinatensys-
tem: Eine Ecke (in der Abbildung
links unten) liegt im Koordinatenur-
sprung, die drei unmittelbar benach-
barten Eckpunkte bestimmen die
Einheiten auf den Koordinatenach-
sen.

Die Eckpunkte des Wiirfels haben
dann die Koordinaten
A =(0[0]0), B=(1/0]0), C =(1[1]0),
D =(0[1]0), E=(0/0|1), F=(1]0]1),
G =(1/1]1), H =(0|1]D).

Das Schrigbild des 3-dimensiona-
len Wiirfels wird in ein 2-dimensio-
nales Koordinatensystem gezeichnet.
Die Bestimmung der 2-dimensiona-
len Koordinaten der Eckpunkte der

A B

Abb. 3: Schrégbild eines Wiirfels in einem
3-dimensionalen Koordinatensystem
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Anleitung zum Zeichnen eines Schragbildes

Fiir das Zeichnen eines Korpers unterscheiden wir zwei Typen von
Strecken:
Strecken, die in der Gesichtsfeldebene liegen oder parallel zu ihr
verlaufen, werden im Schrégbild unverkiirzt gezeichnet.
Strecken, die orthogonal (senkrecht) zur Gesichtsfeldebene verlau-
fen, werden unter einem Winkel von 30° (gegeniiber ,horizontalen”
Strecken) abgetragen; ihre Lange wird auf die Hélfte verkiirzt.

Fir Kanten, die weder parallel noch senkrecht zur Gesichtsfeldebene
liegen, gibt es keine einfache Regel zum Zeichnen. Um solche Kanten

zeichnen zu kénnen, miissen die Eckpunkte dieser Strecken mithilfe
paralleler oder orthogonaler Hilfslinien konstruiert werden.

Beispiel 1: Gedrehter Wiirfel Beispiel 2: Gleichseitiges Prisma

-
/N

Grundriss Grundriss

SEl O

Vom Schrigbild des Grundrisses
zum vollsténdigen Schrégbild
eines gedrehten Wiirfels

Vom Schrégbild des Grundrisses
zum vollstindigen Schréagbild
eines Prismas

N
w

Zeichnungen mit Excel: H. K. Strick, Fotos: C. Below



ist dann

Drehung eines Punktes um den Winkel ¢

Ein Punkt P = (a|b|0) der Ebene, die durch die 1. und 2. Koordinaten-
achse aufgespannt wird, geht durch die Drehung um ¢ in den Punkt
P’ =(acos@—bsinglasing + bcos@|0) tiber; dessen Bild im Schragbild

P’ = ((acosq) —bsing) + i\f@ (a sinQ + bCOS(p)’i—(a sinQ + bcosq))).

P/

punkt P’ die Koordinaten

P’ =(rcos(o.+ @)|rsin(o + @)

Koordinaten von P’.

Man kann sich einen Punkt P = (a|b) der Ebene durch Drehung eines
Punktes P, = (r|0) um einen Winkel o entstanden denken; dabei gilt
a=rcoso und b =r sino sowie a? + b2 =r2,

Wird nun die Strecke OP um einen Winkel ¢ gedreht, so hat der Bild-

oder nach Anwendung der Additionstheoreme
P’ = (r (coso.cos @ — sinasin@)|r (sinocos @ + cososin@)).

Wegen a =rcoso und b =rsino ergibt sich die obige Darstellung der

Fy

vorderen Seitenfléche des Wiirfels ist
einfach: Der Punkt A = (0/0/|0) geht
dabei tiber in den Punkt A’ = (0|0),
der Punkt B = (1/0/0) tiber in B’ =
(1/0) —die 1. Koordinate des Punktes
bleibt also unveridndert. Der Punkt
E =(0|0|1) hat im 2-dimensionalen
Koordinatensystem des Schrégbilds
die Koordinaten E’ = (0|1) — die 3.
Koordinate von E wird zur 2. Koordi-
nate von E’. Beim Punkt F = (1]0|1)
fallt die 2. Koordinate weg; die Koor-
dinaten im 2-dimensionalen Koordi-
natensystem sind F” = (1|1).

Bei den Eckpunkten der hinteren
Seitenflidche des Wiirfels muss die
von 0 verschiedene 2. Koordinate
berechnet werden: Der Punkt D =
(0]1]0) wird zu D' = (0,433|0,25), wie

Abb. 4: Hilfsfigur zur Bestimmung
der 2. Koordinate
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man in einer Zeichnung nidherungs-
weise abliest oder (ab Klasse 9) mit-
hilfe des Satzes von Pythagoras be-
rechnen kann (Abb. 4):
Da die 2. Achse im Schrigbild mit
der 1. Achse einen Winkel von 30°
bildet, entsteht hier ein ,halbes®
gleichseitiges Dreieck mit Seitenléin-
ge 0,5 (die schrig nach hinten verlau-
fende Strecke AD wird auf die Halfte
verkiirzt). Die 1. Koordinate des
Punktes D berechnet sich daher zu
7};-\/3 =~ 0,433 (Lange der Hohe); die
2. Koordinate ist gleich 0,25 (= halbe
Seitenldnge des gleichseitigen Drei-
ecks). Entsprechend berechnen sich
die Koordinaten anderer Punkte,
z.B. wird
C=(1]1]0) zu C’' =(1,433/0,25) und
G=(1|1]1) zu G' =(1,433|1,25).
Allgemein wird also ein Punkt P =
(a|b|c) im 3-dimensionalen Raum
durch das Schragbild auf den Punkt
P' =(a + 0,433b|0,25b + ¢), genauer:

P'la +413b|0,25b + c|, abgebildet.
Eine solche Zuordnung kann auch

automatisch durch ein Tabellenkal-
kulationsprogramm erfolgen.

Kantenmodelle

Das Grafik-Menue des Tabellenkal-
kulationsprogramms EXCEL enthalt
die Option, Punkte in ein Koordina-
tensystem einzutragen und diese
Punkte auch durch einen Strecken-
zug miteinander zu verbinden (Be-
fehl: Datenreihen formatieren, Opti-
on: Linie benutzerdefiniert). Setzt
man an das Ende einer Folge von
Wertepaaren noch einmal das am
Anfang angegebene Wertepaar, dann
erhidlt man einen geschlossenen
Streckenzug (wie in Abb. 5).

Entsprechend kann man auch ei-
ne geeignete Folge von Eckpunkten
eines 3-dimensionalen Korpers ein-
geben. Aber Achtung: Mit dem
Streckenzug miissen tatséchlich alle
Kanten des Korpers durchlaufen
werden! Aus den Koordinaten der
Eckpunkte des 3-dimensionalen Kor-
pers werden zunichst jedoch (wie
oben dargestellt) die 2-dimensiona-
len Bilder der Punkte des Schrig-
bilds berechnet und dann der zu-
gehorige Streckenzug in der Grafik
erzeugt (Abb. 6). Dabei erweist sich
das drag&drop-Verfahren der Uber-
tragung von Befehlen in EXCEL als
arbeitserleichternd.

Entsprechend kann man Kanten-
modelle von anderen Kérpern dar-
stellen (vgl. Abb. 7 und 8).

Je mehr Kanten zu einem Korper
gehoren, umso schwieriger wird es,
y,vorn“ und ,hinten“ liegende Kanten
zu unterscheiden. Man kann dies da-
durch verbessern, dass man die
wvorn“ liegenden Seiten mit dickeren
Strichen zeichnet als die ,hinten“ lie-
genden (Anklicken der betreffenden
Strecken, dann Option ,Datenpunkt
formatieren®).

Rotation
um eine Koordinatenachse

Wir wissen jetzt, wie man aus den 3-
dimensionalen Koordinaten von
Punkten die Koordinaten ihres 2-di-
mensionalen Schrigbildes erzeugt.
Bei der Rotation eines Korpers um ei-
ne Koordinatenachse geniigt es daher,
zunichst das 3-dimensionale Bild ei-
nes Punktes nach der Drehung um
den Drehwinkel ¢ zu bestimmen, aus
dem dann — wie oben gezeigt — das 2-
dimensionale Schrigbild bestimmt
wird. Zur Berechnung benétigen wir
Kenntnisse tiber die trigonometri-
schen Funktionen aus Klasse 9/10.
Wir beschrénken uns hier auf eine
Rotation um die 3. Koordinatenach-
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A 1 1 Alo 0 0 A
B S 2 : B 1 0 o0 B
C 3 4 = Cl1 1 0 2]
Do 1 0 D
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% Elo 0 1 E
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a B 1 0 0 B'

25 F 1 1] 1 F'
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& Do 1 0 D
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0,000
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1433
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0,000
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0433
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0,000
0,000
0,250
0,250
0,000
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1,000
0,000
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1,250
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1,250
1,000

Abb. 5: Zeichnen eines Dreiecks als Streckenzug

mithilfe einer Tabellenkalkulation

Abb. 6: Automatisches Umrechnen

der 3-dimensionalen Koordinaten eines Wiirfels —
Zeichnung des Wiirfels als Streckenzug
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Abb. 7: Automatisches Umrechnen

Abb. 8:

der 3-dimensionalen Koordinaten eines Oktaeders —

Zeichnung des Oktaeders als Streckenzug

Zeichnung des Wiirfelstumpfs als Streckenzug
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Abb. 9: Drehung eines regelméaBigen Flinfecks —

Berechnung der Koordinaten

se, bei der also die 3. Koordinate ei-
nes Punktes unverdndert bleibt.

Die Berechnungen der Koordinaten
des um den Winkel ¢ gedrehten Punk-
tes (vgl. Kasten 2) lassen sich vom Ta-
bellenkalkulationsprogramm durch-
fithren. Man beachte, dass die Sinus-
und Cosinusfunktion in EXCEL Ein-
gaben im Bogenmal3 verlangen.

Drehung eines regelmé@Bigen Fiinfecks
Wir betrachten ein regelmifliges
Funfeck im 2-dimensionalen Koordi-
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Abh. 10: Berechnung der 3-dimensionalen Koordinaten

eines gedrehten regelmaBigen Fiinfecks

natensystem. Liegt der Punkt A auf
der 1. Achse, z.B. A =(5|0), dann ha-
ben die weiteren Punkte die Koordi-
naten

B = (5c0s(72°)|5 sin(72°)),

C = (5c0s(144°)|5sin(144°)),

D = (5c0s(216°)|5sin(216°)) und

E = (5¢0s(288°)|55in (288°)).

Mithilfe der Abbildungsgleichungen
der Drehung werden von der Tabel-
lenkalkulation die Koordinaten der
Punkte A’, B/, C’, D’ und E' berech-
net und in der Grafik als geschlosse-

ner Polygonzug gezeichnet (Abb. 9).
Mithilfe der Abbildungsgleichungen
des Schrigbilds entsteht dann ent-
sprechend das Schrégbild des ur-
springlichen und des gedrehten
Funfecks; tiber dieser fiinfeckigen
Grundflédche lasst sich nun leicht ein
fiinfseitiges Prisma oder eine fiinfsei-
tige Pyramide erzeugen und drehen,
also von allen Seiten anschauen (vgl.

Abb. 10).
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SCHULER-ARBEITSHEFT

KOMMENTAR
ZUR NACHFOLGENDEN AUSGABE

Bevor man im Mathematikunterricht Koordina-
tensysteme einfiihrt, bringen die Schiilerinnen
und Schiiler im Allgemeinen schon gewisse
Vorerfahrungen iiber Koordinaten mit. Diese
Vorerfahrungen kann man fordern, indem man
schon vor der offiziellen Einfiihrung von Koordi-
naten Beispiele aus der Umwelt der Schiilerin-
nen und Schiiler heranzieht. Das Mathe-Welt-
Heft ,,Koordinaten® enthélt auf den ersten neun
Seiten solche Beispiele fiir die Klassenstufen 5
und 6: Stadtplan, Labyrinth, StraBensystem,
Schachbrett, Schiffspositionen. Die restlichen
Seiten enthalten etwas anspruchsvollere Aufga-
ben zum Umgang mit ebenen und raumlichen
Koordinatensystemen, die fiir die Klassenstufen
7 und 8 gedacht sind.

Positionsangaben erfolgen in den anfang-
lichen Beispielen zundchst durch Angabe eines
Buchstabens und einer Zahl (Stadtplan,
Schachbrett usw.), es ist aber nur ein kleiner
Schritt zur Angabe von Positionen durch Zah-
lenpaare und damit zum Versténdnis eines ebe-
nen Koordinatensystems. Als Voriibung fiir die
spatere Vektorrechnung wird auch gezeigt, wie
man Zahlenpaare als Pfeile in einem ebenen Ko-
ordinatensystem darstellen kann und damit
nicht nur Positionen, sondern auch Richtungen
angeben kann.

Um den Umgang mit Koordinatensystemen
etwas anregender zu gestalten, enthélt das Heft
einige Problemstellungen, zu deren Losung
man ein wenig nachdenken muss. In der Ebene
handelt es sich um Aufgaben iiber Dreiecke,
Vierecke und anderen Vielecke, im Raum geht
es um einige interessante Korper. (Diese raum-
lichen Aufgaben kdnnen notfalls auch erst in
hoheren Klassen eingesetzt werden.)

Maria Koth, Gtinther Malle
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48 Rautenpldttchen,
methodischer Kommentar inkl. 8 Aufgabenkarten
Bestell-Nr. 3306, € 16,90*

Sie dachten bisher, Kisten bauen sei einfach?
Bei CUBUS kommen auch Sie ins Griibeln!

48 rautenformige Plattchen, auf denen Teile von Kisten zweidi-
mensional abgebildet sind, werden der Reihe nach an 2-6 Mit-
spieler verteilt. Jeder Spieler versucht nun, mit moglichst wenig
Rauten eine neue Kiste an die Startfigur anzubauen.

Tel.0511/4 00 04 -175 | Fax 0511/ 4 00 04 - 176
www.kallmeyer.de
bei Friedrich in Velber E-Mail: info@kallmeyer.de

Kallmeyer

Die Spieler trainieren auf diese Weise, reale Wiirfelgebdude in
ihrer Vorstellung in Schréagbilddarstellungen umzusetzen. Wéh-
rend des Spielens miissen die Spieler die entstehenden Bilder
immer wieder neu deuten und so umformen, dass moglichst
viele neue Kisten entstehen.

*Preise zzgl. Versandkosten. Stand 2005.
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Vektorbeweise
in der
Dreiecks-
geometrie

Viele interessante Eigenschaften
von Dreiecken konnen mit

der Vektorrechnung pragnant
formuliert und elegant begriindet
werden.

Maria Koth

Professorin an der Pddagogischen Akademie des
Bundes in Wien und wiss. Mitarbeiterin der Fakultat
flir Mathematik der Universitat Wien

E-Mail: maria.koth@univie.ac.at
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unther Malle hat in dem Artikel

Neue Wege in der Vektorgeometrie
ein Vektorkonzept vorgestellt, das
kurz so charakterisiert werden kann:
Vektoren sind Zahlenpaare oder Zah-
lentripel. Fiir diese Vektoren werden
Rechenoperationen eingefiihrt; die
Vektoren und ihre Rechenoperatio-
nen werden geometrisch gedeutet.
Dabei richtet sich die Bezeichnung
der Vektoren nach ihrer geometri-
schen Deutung. Wird ein Vektor als
Punkt gedeutet, so wird er mit A, B,
C, ... bezeichnet, wird er als Pfeil von
A nach B gedeutet, mit AB. Dies
fithrt zu Schreibweisen wie AB =
B-A und AB + BC =AC usw.

Diese Schreibweisen sind gut ge-
eignet, Lagebeziehungen in Drei-
ecken durch prignante Formeln dar-
zustellen. So erhilt man etwa fir die
Lagebeziehung zwischen den Eck-
punkten A, B und C eines Dreiecks
und seinen ,merkwiirdigen Punkten”
Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt
H und Umkreismittelpunkt U die
beiden Formeln

3-S=A+B+C
H+2.U=3-S.

Der Inkreismittelpunkt I kann unter
Einbeziehung der Seitenléngen a, b,
¢ einpréigsam als

I=—L (@A+b-B+c-0O)

a+b+c

beschrieben werden. Diese Schreib-
weisen erlauben auch elegante Be-
weise dieser und anderer Beziehun-
gen, wie die folgenden Beispiele
illustrieren. In Koth (2002) wurden
einige dieser Dreieckseigenschaften
ohne Vektoren mithilfe von Ahnlich-
keitsbeziehungen begriindet. Durch
die Behandlung des Themenkreises
mit Vektoren kénnen solche Zusam-
menhénge kiirzer und prégnanter
dargestellt werden als mit Methoden
der elementaren Geometrie. Auch
kann man bei den Beweisen den Vek-
torkalkiil verwenden, ohne alle Ein-
zelschritte geometrisch begriinden zu
mussen.

In jedem der drei Beispiele (Kasten
1-3) wird zunichst eine bekannte
Dreieckseigenschaft in Form eines
Satzes vorgestellt und auch bewiesen.
Das Nachvollziehen der vorgegebe-
nen Beweisschritte soll die Lernen-
den mit grundlegenden Begriin-
dungsstrategien vertraut machen,
und ihnen gleichzeitig helfen, die
nachfolgenden Arbeitsauftrdage (Mate-
tial 1-3) selbststandig zu bearbeiten.

Literatur
Koth, M.: Dreiecke erzeugen Dreiecke. — In:
mathematik lehren 110, Seite 47—51 (2002).

Losungshinweise

Zum Schwerpunkt

1 bis 4: Die Behauptungen folgen unmittelbar aus
der Beziehung 3-S=A +B +C.

Bei 4b) beachte man auflerdem, dass, zum Beispiel

|PAP=PA-PA=A-P)-(A-P)=A2—2-A-P +P?
und dass
A-P+B-P+C-P=A+B+(C)-P=3-S-P

5: Wir setzen A’ =B + BC,
B =C+-"2CA

mgy + ng

und C’ =A + —"2_AB. Daraus folgt

my+ng

S =S A+B'+C' =A+B+C
o "M _BA+AC)+ ™= CA+-" _AB=0

my+n; my +ny my +ny

m; ms ,—_( my __m OA
<:>(‘m,+n, m,1+n;,JBA_ m;+n;  mg+n, CA

MM _g e MM g

my;+n; mg+ng m;+n; mp+ny

m;
m;+n;

& myng=mg-ny und my-ng=my-n,
& My =Mying = Mmsing

Zum Hohenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt
1 his 3: folgen unmittelbar aus der Beziehung
H+2.U=3-S=A+B+C.

4: Zunéchst erhélt man

A =U+2TUMp:

=U+2(;-B+0)-U|

=B + C - U und analog dazu

B,=A+C-U und C;=A+B-U.

Daraus folgt unmittelbar, dass

AB,=BA, A,C; =CA und C,B; =BC ist.
Auflerdem folgt
AH=H-B+C-U)=H-B+C+A-A-U)
=H-(H+2-U-A-U)=A- U=TUA sowie
B.H=UB und CH =TC.

Da [UA|=|UB|=|UC|.ist, gilt also auch
|AH|=|BH|=|CH|

Analog dazu kann man auch die tibrigen Lage-
beziehungen begriinden.

5: Man setzt Ay =1-(B+C), B,=1-(A +C)und
C,=1(A +B), und beriicksichtigt, dass
H+2.U=3-S=A+B+C.

6: Man setzt A =3-(A + H), By=4-(B + H) und
Cy=1-(C + H), und beriicksichtigt, dass
H+2.U=3-S=A+B+C.

Zum Inkreismittelpunkt

1: Analog zum Beweis in Kasten 3 bestimmt man
den Schnittpunkt A" der Winkelhalbierenden w,,
mit der Geraden

gpc: X=B+u-BC =B +u-(BA +AC) aufder die
Seite BC liegt: Man erhélt A’ =B + —BC.

b+c

2: Wie im Beweis in Kasten 3 ermittelt man

I,I,=—X (@a-A-b-B+c¢-C) und

a-b+c

IL=—1 (@a-A-b-B-c-C).

a+b-c
3: Als Radien der Ankreise erhilt man

_ [ABxAC| . _ [ABxAC| _ [ABXAC|
Po= Zaibrer Po= ab+e und Pe= G-

Daraus folgt unmittelbar die Beziehung
1_1,1,1

Rt ta

4: Jede Innenwinkelsymmetrale steht auf die zu-
gehorige AuBlenwinkelsymmetrale senkrecht (das
skalare Produkt der entsprechenden Richtungsvek-
toren ist null). Daher sind die Innenwinkelsymme-
tralen w,,, wg und w, die Hohenlinien des Dreiecks
1,1,1,. Daraus folgt aber unmittelbar, dass I der
Hohenschnittpunkt dieses Dreiecks ist.
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Schwerpunkt

Satz

1 In jedem Dreieck schneiden sich die drei Mittellinien in einem gemeinsamen Punkt S,
dem Schwerpunkt.

2 Zwischen den Eckpunkten A, B, C und dem Schwerpunkt S besteht die Lagebeziehung

3-S=A+B+C.

Beweis
1 Die Parameterdarstellungen der Mittellinien s, und s, sind gegeben durch
S X=A+t-AM, und s,: X =B + u-BM,.
Fiir den Schnittpunkt S dieser beiden Mittellinien gilt:
Es gibt reelle Zahlen ¢ und u, so dass
A+t-AM,=B +u-BM,.

Wir driicken die Richtungsvektoren AM, und BM,
als Linearkombinationen von BA und BC aus:
B Mittellinien s, und s,,

AM,=AB +1-BC
=-BA +1-BC
BM _BA+%~A—C
1 DA 1A, 1. A0
=3BA +(3-BA +3-AC|
=1.BA +1.BC

Wir erhalten damit:

A+t-AM, =B +u-BM,
o A+t-(—m+%-ﬁ) =B+u-(%-m+
PN A—B—t-ﬁ—%-ﬁ:%-ﬁ—é-ﬁ

o [1-t-yBA =[5~ 45O

Weil BA und BC nicht parallel sind, ist diese Bedingung nur dann erfiillt,

u _ u t _
wenn 1—t—§—0 und 5—5—0.

1

Losen dieses linearen Gleichungssystems ergibt u =t = % Als Schnittpunkt S von s, und s, erhilt man
also S=A + %-A—Ma =A+ %(%‘(B +C0)-A|= %-(A + B + C). Nachrechnen ergibt, dass auerdem
S=C+ %-CWC erfiillt ist und S daher auch auf der dritten Mittellinie s, des Dreiecks liegt.

2 Dies folgt unmittelbar aus S =+(A + B + C).
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Hohenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt

Satz

1 Injedem Dreieck schneiden die drei Mittelsenkrechten einander in einem gemeinsamen Punkt U
(dem Umkreismittelpunkt) und die drei Hohenlinien in einem gemeinsamen Punkt H

(dem Hohenschnittpunkt).

2 Zwischen den Punkten H, U und S besteht die Lagebeziehung H +2-U =3 -S.

Beweis

1 Die Mittelsenkrechte m, von AB verlduft durch den Mittelpunkt M, von AB und
steht auf AB senkrecht. Ein Punkt X der Ebene liegt daher genau dann auf m,,
wenn M, X L AB ist:

MX.1AB & MX -AB=0
& (X-1A+B))-B-A)=0
< 2 X-A+B)B-X+X-A)=0
o (AX +BX)-(AX-BX)=0
& AX?-BX*=0 o |AX|=|BX|

Analoges gilt fiir die Mittelsenkrechten m;, und m,.
Fir den Schnittpunkt U der Mittelsenkrechten m, und m, folgt daraus:
|AU|=|BU| und |AU| = |CU|. Daherist |BU|=|CU| und U liegt auf m,,

Analog zeigt man, dass der Schnittpunkt H der beiden Héhenlinien 4, und A,
auf der dritten Hohenlinie £, liegt:

Heh,= AH 1BC = AH-BC=0 = (AC+CH)-BC=0

Heh, = BH1AC = BH-AC=0 = (BC+CH)-AC=0

Da H der Schnittpunkt von &, und A, ist, gilt
(AC +CH)-BC =(BC +CH)-AC

= CH-BC=CH-AC

= CH-(BC-AC)=0

= CH-BC+CA)=0

= CH-BA=0

= CH LAB = Heh,

2 Aus UM, 1 BC und UM, LAC folgt, dass der Punkt A + 2-UM, auf
der Hohenlinie A, liegt und B + 2-UM, auf der Hohenlinie /,. Nun ist aber
A+2.UM, =A+2-(;B+C)-U|=A+B+C-2-U

A M, B
Die Mittelsenkrechten m,
und m,

Hohenlinien h, und hy,

=B+2:(3A+0O)-U|
=B+ 2'Wb
Also ist dieser Punkt der Schnittpunkt H von A, und A, und es gilt
H=A+B+(C-2-U=3-S-2-U, also H+2-U=3-8S. Lagebeziehung von H, S und U
46 mathematik lehren / Heft 133
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Inkreismittelpunkt

Satz
1 Injedem Dreieck ABC schneiden einander
die drei Winkelhalbierenden im Punkt

I= 1

=—— (@-A+b-B+c-0),
a+b+e

wobei a =|BC|, b =|AC|und c =|AB]| die Seitenléingen
des Dreiecks bezeichnen.

2 Dieser Punkt I hat von allen drei Dreieckseiten denselben Abstand p = % .

Beweis:
1 Die Gleichungen der Winkelhalbierenden w, und w; sind gegeben durch:

wy X=A+ t(%A‘E + %m) und

wg X=B+ u(%ﬂ# 1.BC|=B+ ﬂ%m’%m’ﬁﬁ)

Fiir den Schnittpunkt I von w,, und wy gilt daher: Es gibt reelle Zahlen ¢ und u, so dass
A+t-(2-AB+4-AC) =B +u-(+-BA + 2-BA + +-AC)|

oS

& (1-{-3-%)BA =[3-})aC
© 1-L-%_2=0 und £-£=0

(weil die Seitenvektoren BA und AC nicht zueinander parallel sind).

b und u=—2%—.
a+b+c a+b+c

Losen dieses Gleichungssystems in ¢ und u fiihrt auf ¢ =
Einsetzen ergibt

I =A+-t AB+ ¢ AC

a+b+c a+b+c

=L ((a+b+c)A+b-(B-A)+c-(C-A)

a+b+e

=L _(aA+b-B+c-C)

a+b+e

Nachrechnen zeigt, dass dieser Punkt I auch auf der dritten Winkelhalbierende w, liegt:

Esist I=C+ % (%C—A+%C—B)

a+b+e

2 Der Normalabstand von I zur Dreieckseite AB ist nach der Hesse’schen Abstandsformel gegeben durch:

1.[ATxAB| =1.|0I-A)xAB|

c

=11 _.(b-AB +c-AC)xAB]|

a+b+c

=L ___.|b-ABxAB +c¢-AC xAB)|

ca+b+c)

=L __.JAC xAB| (denn AB xAB =0).

T (a+b+c)

Analog dazu erhilt man:

+|AI xAC| = —4-'|ACxAB| und -+|BI xBC|= +'|AC xAB|
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Zum Schwerpunkt

» Auftrag
Seien A, B, C die Eckpunkte eines Dreiecks und S der Schwerpunkt dieses Dreiecks. Zeigen Sie:

1 Der Schwerpunkt S teilt jede der drei Mittellinien AM,, BM, und CM, im Verhdltnis 2: 1.
2 S ist auch Schwerpunkt des Dreiecks der Seitenmittelpunkte von ABC.

3 Sei P ein beliebiger Punkt der Dreiecksebene, und seien A', B, C’
die Schwerpunkte der Dreiecke BCP, CAP, ABP.
Dann sind die Seiten der Dreiecke A'B'C’ und ABC paarweise parallel
zueinander, und die Lingen entsprechender Seiten verhalten sich wie 1:3.

4 Fiir jeden Punkt P der Dreiecksebene gilt:
@) PA +PB +PC =3-PS Inneres Dreieck A’B’C’
b) |PAP +|PB’ +|PC|*=|SA|® + |SB|* +|SC|* + 3-|PS
Aus Eigenschafft b) folgt unmittelbar: Der Schwerpunkt ist jener Punkt der Ebene, fiir den die Summe der
Quadrate der Abstinde zu den drei Eckpunkten minimal ist.

5 Sei A’ ein beliebiger Punkt der Dreieckseite BC, B' ein Punkt auf AC, und C' ein Punkt auf AB. Dann gilt:
AC' _BA' _CB’
C'B A'C BA

S ist Schwerpunkt des Dreiecks A'B'C' <

Zum Inkreismittelpunkt

» Auftrag
Begriinden Sie die folgenden Dreieckseigenschaften:

1 Die Winkelsymmetrale w,, schneidet die Dreieckseite BC in
Jenem Punkt A’, der BC im Verhidltnis c:b teilt. Analog dazu
teilt die Winkelsymmetrale wgdie Seite AC im Verhiltnis c:a,
und w, teilt AB im Verhidltnis b:a.

2 Die Geraden

w,: X=A+t-(l-ﬁ—l-m), wy: X=B+u- 184 _1.8C) und
c b c a

w;: X= C+s~(£ﬁ—£-@)

sind Winkelsymmetralen der Auflenwinkel o/, B’ und v
des Dreiecks ABC. Die Winkelsymmetrale w,, und die beiden Inkreis und Ankreise
Auflenwinkelsymmetralen wg” und w,’ schneiden einander

imPunkt [,=—  (_q-A+b-B+c-C)

-a+b+c . .

Be/stimmer,l Sie auflerdem den Schnittpunkt I, von wg, w, und w, sowie den Schnittpunkt I. von w,,
w,, und wy. Jeder der Punkte 1,, I, und 1. ist Mittelpunkt eines Kreises, der die Trégergeraden der
drei Dreieckseiten beriihrt. (Man nennt diese Kreise die Ankreise des Dreiecks ABC.)

3 Zwischen den Ankreisradien p,, p, und p, und dem Inkreisradius p besteht die Beziehung
11,1 1
P Pa Po Pe

4 Der Inkreismittelpunkt I des Dreiecks ABC ist der Hohenschnittpunkt des Dreiecks 1,1, 1.

48
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. MATERIAL2
Zum Hohenschnittpunkt

> Auftrag
Begriinde die folgenden Dreieckseigenschaften.

1 Der Hohenschnittpunkt ist von jedem Dreieckseckpunkt genau doppelt so weit entfernt wie
der Umkreismittelpunkt von der gegeniiberliegenden Seite. Fillt insbesondere der Hohenschnittpunkt
mit einem Dreieckseckpunkt zusammen, so ist U der Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Dreieckseite.

2 Entweder gilt U=H =S, oder U, H und S sind drei voneinander verschiedene Punkte einer Geraden,
wobei S die Strecke HU im Verhdilinis 2: 1 teilt.
(Diese Gerade wird als eulersche Gerade des Dreiecks ABC bezeichnet.)

3 Sind H und H' die Hohenschnittpunkte zweier Dreiecke ABC und ABC” mit gemeinsamem Umkreis-
mittelpunkt U, dann ist HH' = CC".

4 Durch Spiegelung des Umkreismittelpunktes U an den
drei Dreieckseiten BC, AC und AB erhdlt man die Punkte A,
B; und C,. Zeigen Sie:
Die Dreiecke A;B,C; und ABC sind zueinander kongruent, und
die Seiten liegen paarweise parallel.
Das Dreieck A;B;C; hat den Umkreismittelpunkt U, = H und
den Hohenschnittpunkt H; = U.
Die Dreiecke BCH, CAH und ABH haben die Umkreismittel-
punkte A;, B; und C; und die Hohenschnittpunkte A, B und C.
Die Dreiecke B,C,U, C,A;U und A;B;U haben die Umkreismittel-

punkte A, Bund C und die Hohenschnittpunkte A;, B; und C,. Dreiecke ABC und A;B;C;
5 Seien Ay =M, By,=M, und Cy,=M, die Seitenmittelpunkte C
eines Dreiecks ABC.

Die Seiten der Dreiecke ABC und A,B5C, liegen paarweise parallel,
und entsprechende Seitenlingen stehen im Verhdlinis 2:1.
Das Mittendreieck A;ByCy hat den Umkreismittelpunkt

U, = é( U + H) und den Hohenschnittpunkt Hy, = U.

6 Seien A; Bsund C;die Mittelpunkte der Strecken AH, BH
und CH.
Die Seiten der Dreiecke ABC und A3;B;Cs liegen paarweise parallel,

und entsprechende Seitenlidngen stehen im Verhdlinis 2:1.
Das Dreieck A;B5Cy ist das Mittendreieck von Dreieck A;B,C,.
Die Strecken A;A3 BsBs und CyCjy sind Durchmesser

des Umkreises des Mittendreiecks A;ByC.
Das Dreieck A;B3Cs hat den Umkreismittelpunkt

U;=U, = é(U + H) und den Hohenschnittpunkt H; = H. Dreieck AqB:Cs

© Friedrich Verlag 2005
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Ellipse,
Hyperbel,
Parabel —
Koordinaten-
geometrie
ohne Vektoren

In der Analytische Geometrie geht
manches auch ohne Vektoren.

Sie kann als Koordinaten-
geometrie schon ab Klasse 9
sinnvoll unterrichtet werden.

Gerald Wittmann

Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an der
Padagogischen Hochschule Schwébisch Gmiind
E-Mail: gerald.wittmann@ph-gmuend.de
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ie Analytische Geometrie ist ein

fester Bestandteil des Mathema-
tikunterrichts in der Sekundarstufe
II: Geraden und Ebenen sowie ihre
Schnitt- und Lagebeziehungen, teil-
weise auch Kreise und Kugeln, wer-
den mithilfe von Vektoren beschrie-
ben. Generationen von Schiilerinnen
und Schiilern haben dies seit den
80er Jahren so erlebt.

Der Status quo stellt allerdings
viele nicht zufrieden. So wahrt schon
seit langem eine intensive Diskus-
sion um die Analytische Geometrie
(fir einen Uberblick vgl. Tietze 2000,
S. 93ff.). Curriculare Alternativen
werden gefordert: Keine weitgehende
Beschrankung auf Geraden und Ebe-
nen, lautet das Motto, sondern eine
Behandlung unterschiedlicher Kur-
ven, Flachen und Korper! Das Ziel ist
eine ,Re-Geometrisierung® der oft-
mals noch stark von der Linearen
Algebra gepragten Analytischen Geo-
metrie.

Zahlreiche Vorschldge greifen den
Ansatz der Objektstudien auf: Im
Zentrum des Unterrichts sollen an
Eigenschaften reiche und damit
interessante geometrische Objekte
(Kurven, Fliachen, Korper) stehen,
die mit verschiedenen Methoden un-
tersucht und somit zum Ausgangs-
punkt fir vielfdltige Schiileraktivita-
ten werden kénnen.

In Bezug auf die Unterrichtsinhal-
te zeichnet sich eine Renaissance der
Kegelschnitte ab. Diese waren in der
Zeit nach dem Zweiten Weltkrieg ein
zentraler Gegenstand der Analyti-
schen Geometrie in der gymnasialen
Oberstufe, bis in den 1970er Jahren
die Analytische Geometrie von der
Linearen Algebra verdriangt wurde.
Sie wurden damals raumlich be-

Entwurf zum Bundeskanzleramt:
Wie kann eine Ellipse
konstruiert werden?

trachtet (als Kegelschnitte im Wort-
sinn) und systematisch dargestellt —
meist in einer vollstindigen Klassi-
fikation. Neuere Vorschlige sehen
Ellipse, Hyperbel und Parabel (die
nicht entarteten Kegelschnitte) als
Gegenstand exemplarisch orientier-
ter Objektstudien, die auch Querver-
bindungen beispielsweise zur Physik
oder anderen auBBermathematischen
Anwendungen einbeziehen.

Zusatzliche Bedeutung erhilt die-
se Diskussion durch aktuelle schul-
politische Entwicklungen: Die Auflo-
sung von Grund- und Leistungskur-
sen sowie die Verkiirzung der gym-
nasialen Schulzeit von neun auf acht
Jahre erfordern eine Neuordnung
der Lerninhalte auch in der Sekun-
darstufe II: Ein ,Vorziehen“ von Ele-
menten der Analytischen Geometrie,
die bislang in Jahrgangsstufe 12/13
ihren Platz hatten, in 10/11 ist un-
vermeidlich. Da die Anzahl der fiir
die Analytische Geometrie zur Verfii-
gung stehenden Unterrichtsstunden
eher geringer wird als hoher, ist zu-
dem eine stédrkere Vernetzung mit
anderen Teilgebieten (wie der Analy-
sis oder der Elementargeometrie) er-
forderlich.

Dies muss kein Problem darstel-
len — im Gegenteil! In diesem Beitrag
wird gezeigt, dass daraus auch eine
Chance fiir die Analytische Geomet-
rie erwachsen kann. Wesentlich ist in
jedem Fall eine Besinnung auf den
Kern der Analytischen Geometrie,
auf ihre zentralen Ideen (Wittmann
2003): die Algebraisierung geometri-
scher Objekte und die Geometrisie-
rung algebraischer Gleichungen.

Die Lage eines Punktes (in der
Ebene oder im Raum) lésst sich nach
der Einfiihrung eines Koordinaten-
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systems durch Koordinaten, also
durch reelle Zahlen erfassen (Alge-
braisierung). Mittels dieser Koordi-
naten wiederum konnen geometri-
sche Objekte (Kurven oder Flichen)
durch Gleichungen beschrieben und
vermutete Eigenschaften algebraisch
nachgewiesen werden. Algebraische
Darstellungen lassen héufig auch
ubergreifende Aspekte (Gemeinsam-
keiten oder Unterschiede) stérker
hervortreten. Umgekehrt kénnen al-
gebraische Gleichungen geometrisch
gedeutet werden, woraus sich haufig
neue Folgerungen tiber die Eigen-
schaften geometrischer Objekte zie-
hen lassen (Geometrisierung). Der
Erkenntnisprozess in der Analyti-
schen Geometrie gestaltet sich des-
halb typischerweise als Wechselspiel
von algebraischen und geometri-
schen Uberlegungen.

Alle diese Aktivititen konnen
schon ab Klasse 9 altersangemessen
und motivierend angeregt werden.

Ein Unterrichtsgang

Der folgende Unterrichtsgang in die
Analytische Geometrie ist als Koordi-
natengeometrie (ohne Vektoren) ab
Klasse 9 konzipiert: Ellipse, Hyper-
bel und Parabel werden zun#chst
einzeln als ebene Kurven behandelt.
Eine erste Vereinheitlichung kann
tber die Leitlinien- oder Leitkreis-
eigenschaften erfolgen, eine weitere
durch die Einordnung als Kegel-
schnitte. Dabei werden Anregungen
von Birger u.a. (1991, S. 169ff.),
Meyer (1995) und Tietze (2000,
S. 224 1f) aufgegriffen.

Die Unterrichtsgestaltung zeichnet
sich durch ein Wechselspiel verschie-
dener Methoden aus: Der Unterricht
ist einerseits iiber weite Phasen
problemorientiert und entdeckenlas-
send. Die Schiilerinnen und Schiiler
erhalten viel Zeit, um eigene mathe-
matische Erfahrungen zu sammeln.
Eine groBie Rolle spielen dabei das
Arbeiten mit Realmodellen und der
Computereinsatz. In anderen Pha-
sen agiert die Lehrkraft starker vor-
tragend und darstellend. Dies soll die
Denkmuster der Schiilerinnen und
Schiiler erweitern und das Herausar-
beiten von Vereinheitlichungen und
zentralen Ideen unterstiitzen.

Der Computereinsatz wiederum
umfasst zwei Varianten mit unter-
schiedlichen Zielrichtungen. Dyna-
mische Geometriesoftware (DGS;
hier Euklid DynaGeo 2.6) erlaubt ein
gezieltes Verdndern von Parametern
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in der Ausgangskonstruktion und
das Erzeugen von Spezialfdllen, un-
terstitzt also das Herausarbeiten
geometrisch-struktureller Beziehun-
gen. Ein Computeralgebra-System
(CAS; hier Derive 5.0) ermoglicht das
gezielte Variieren von Parametern in
der Gleichung einer Kurve. Die da-
mit erzeugten Bilder einer Kurve un-
terstiitzen das Verstindnis der geo-
metrischen und algebraischen Struk-
turen. Alternativ kann auch die DGS
als Funktionenplotter verwendet
werden (eine Anleitung findet man in
Seebach 2005).

Ellipse

Den Einstieg in das Thema bildet das
klassische Problem der so genannten
,Gértnerkonstruktion“: Wie kann ein
ovales Blumenbeet im Freien ange-
legt werden? Schliefllich muss ge-
wiéhrleistet sein, dass der Umriss des
Beetes auch wirklich ,,gleichmafig”
verlauft. Im Gartenbau ist die alte
Methode des Seilspannens auch heu-
te noch verbreitet. Dahinter steht die
Suche nach einem Verfahren, um ei-
ne Ellipse zu konstruieren.

Konstruktion

Die so motivierte ,Girtnerkonstruk-
tion“ der Ellipse wird nun von der
Lehrkraft vorgefiihrt als eine Erwei-
terung der Kreiskonstruktion. Dies
ist umso eindrucksvoller, je grofler
die Ellipse ausfillt, und sollte des-
halb méglichst im Freien oder not-
falls in der Pausenhalle stattfinden.
Als Brennpunkte fungieren hierbei
Metallhaken, die in die Fugen der
Pflasterung gesteckt werden, oder
Saughaken auf glatten Bodenbe-
lagen.

Beim Verstehen der Konstruktion
kann ein dhnliches Problem helfen:
das Ziehen der Kreise auf einem Fuf3-
ballfeld (Material 1, S. 56). Warum die-
ses Verfahren einen Kreis liefert, be-
darf einer Erlduterung — erfahrungs-
gemdl} ist vielen Schiilerinnen und
Schiilern das mathematische Prinzip
eines Zirkels nicht bewusst.

An dieser Stelle zeigt sich eine
erste Verbindung von Ellipse und
Kreis:

Ein Kreis ist die Menge aller

Punkte, die denselben Abstand

von einem Punkt (dem Mittel-

punkt) besitzen.

Eine Ellipse ist die Menge aller

Punkte, die dieselbe Abstandsum-

me zu zwei Punkten (den Brenn-

punkten) besitzen.

Wege im Unterricht

Ellipse

Konstruktion
Gartnerkonstruktion
(Material 1 und 2)
Experimente:
Variation der Fadenldnge
und der Brennpunkte
(Material 3)
Konzentrische Kreise:
Konstruktion diskreter
Punkte
(Material 4)
Konstruktion mit DGS

Charakterisierung

Eine Ellipse ist die Menge
aller Punkte, die dieselbe
Abstandsumme zu zwel
Punkten (den Brennpunkten)
besitzen.

Herleitung der Gleichung

x® L y*_

o + i 1
Hyperbel
Ausgangsfrage

Welche Gestalt besitzt die
Menge aller Punkte, die den-
selben Abstandsunterschied

zu zwei gegebenen Punkten
hat?

Konstruktion
Uber konzentrische Kreise
(Material 5)
Fadenkonstruktion
(Material 6)
Konstruktion mit DGS

Herleitung der Gleichung
L

a? b?

Parabel

Ausgangsfrage

Welche Gestalt besitzt die
Menge aller Punkte, die
denselben Abstand von einer
Geraden und einem Punkt,

der dieser nicht angehort,
haben?

Konstruktion
Leitgeradenkonstruktion
(Material 7)
Parabelzirkel
(Material 8)
Konstruktion mit DGS

Herleitung der Gleichung
y2=2px
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von m mit F,A, woraus folgt:

Konstruktion mittels Streckenabtragung:

zu F;, und H haben denselben Abstand von F, und H.
Dies gilt insbesondere fiir den Schnittpunkt P

FP+F,P=F,P + PH = F,H = = konstant.

Ellipsenkonstruktion mit DGS

Die bei . == -5 FiP PF; . TR

ie beiden Liangen F';P und F,P werden aul3erhalb _p 7

der eigentlichen Konstruktion so vorgegeben, dass o =, A\

ihre Summe F,P + F,P konstant ist, und als Radien / )

zweier Kreise um F; und F), abgetragen. { }

Die Spuren der beiden Schnittpunkte P und P’ \ y

ergeben zusammen die Ellipse. N . P
P\\H _

Konstruktion durch Streckenabtragung

Konstruktion tiber die Mittelsenkrechte:

Konstruiert wird zunéchst eine Gerade durch F;

und einen beliebigen weiteren Punkt A.

Der Punkt H wird dann so auf F;A gewéhlt, dass
F.H =1 > F,F,. Alle Punkte der Mittelsenkrechten m

Konstruktion tiber die Mittelsenkrechte

Was hier noch wie eine Analogie er-
scheint, entpuppt sich spéter als ein
Sonderfall.

Die Lernenden kénnen nun die
Ellipsenkonstruktion selbst auspro-
bieren (Material 2, S. 57). Es gilt, die
Gestalt der Ellipse genauer zu er-
grinden und — durch Fragen angelei-
tet — eigenstiandig zu experimentie-
ren. Wesentliche Ergebnisse lauten:

Die Lange des Fadens muss stets

grofler sein als der Abstand der

beiden Punkte. Sie ist gleich der
groBeren Achse der damit konstru-
ierten Ellipse.

Je weiter die beiden Punkte von-

einander entfernt liegen, desto

grofler wird die Differenz der zwei

Achsenlédngen der Ellipse. Fallen

umgekehrt die beiden Punkte zu-

sammen, entsteht ein Kreis; sein

Radius ist gleich der halben Fa-

denlange.

Die Fadenkonstruktion kann — auch
als Hausaufgabe — erginzt werden
durch die Konstruktion diskreter
Punkte einer Ellipse als Schnitt-
punkte vorgegebener Kreise um die
beiden Brennpunkte (Material 3). Da-
bei wird die konstante Abstandssum-
me als charakterisierende Kigen-
schaft einer Ellipse vertiefend behan-
delt. Legt man Transparentpapier
uber eine kopierte Vorlage, ldsst sich
systematisch die ,Fadenldnge® ver-
dndern. Um den Abstand beider
Punkte zu variieren, sind entweder
unterschiedliche Vorlagen erforder-
lich, oder man verschiebt zwei Trans-
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parentfolien gegeneinander, auf de-
nen jeweils eine Schar konzentri-
scher Kreise abgebildet ist.

Auch die Konstruktion mit DGS
bietet sich an. Hierbei bereitet aller-
dings die Umsetzung der konstanten
Fadenlidnge gewisse Schwierigkeiten
— ein Konstruktionswerkzeug ,Fa-
den“ existiert dort leider nicht. Als
Losung dieses Problems gibt es im
Wesentlichen die beiden Moglichkei-
ten aus Kasten 2.

Beim Arbeiten mit DGS lassen
sich insbesondere die fiir die Alge-
braisierung wichtigen Spezialfille
leicht erzeugen und untersuchen, wie
spéter deutlich wird.

Gleichung

Der néchste Schritt ist die Herlei-
tung einer Gleichung fiir die Ellipse
(vgl. auch Kasten 3). Die Koordinati-
sierung im kartesischen x-y-Koordi-
natensystem unter Nutzung der of-
fensichtlichen Symmetrieachsen ist
dabei naheliegend. Wie kann man ei-
ne Gleichung fiir die Ellipse gewin-
nen? Schon das Versténdnis der Be-
deutung der Gleichung einer geome-
trischen Figur fillt Schiilerinnen und
Schiilern oft schwer. Eine solche Glei-
chung wird von den Koordinaten x
und y aller Punkte der Figur erfiillt,
nicht jedoch von den Koordinaten der
yrestlichen“ Punkte der Ebene.

Zu diesem Zweck muss die Eigen-
schaft, die die Ellipse als Punktmen-
ge charakterisiert, in eine Gleichung
yubersetzt“ werden. Fur jeden Punkt

P = (x|y) einer Ellipse ist die Summe
der Abstidnde zu den beiden Brenn-
punkten F; und F, gleich einer Kon-
stanten/:

F\P + F,P = = konstant.
Nun werden die beiden Koordinaten
x und y eines beliebigen Punktes P
der Ellipse durch die Betrachtung
rechtwinkliger Dreiecke ins Spiel ge-
bracht; hierbei bezeichnet e den Ab-
stand eines Brennpunkts vom Koor-
dinatenursprung:

I}=(e+x)?2+y? und

Iy =(e—x)?+y%
Die Liangen der beiden Halbachsen
gewinnt man jeweils aus der Be-
trachtung von Spezialfdllen — hier
kommt eine wichtige heuristische
Strategie der Analytischen Geome-
trie zum Tragen: Die Beziehung
=1, +1,=2a fir die grofle Halbach-
se ist offensichtlich, wenn P auf der
x-Achse liegt; sie kann auch schon
beim Arbeiten mit der Fadenkon-
struktion oder einem DGS entdeckt
werden. Analog kann die Beziehung
a? = b2 + ¢? fir die kleine Halbachse
abgelesen werden, wenn P auf der
y-Achse liegt. Geschicktes zweimali-
ges Quadrieren der Wurzelgleichung
und weitere Umformungen bzw. Er-
setzungen fithren zur Ellipsenglei-
chung (Kasten 3):

xZ 2

ﬁ + %;—2 = 1
Streng genommen bleibt zu priifen,
dass umgekehrt auch alle Gleichun-
gen dieser Form mit @, b > 0 eine El-
lipse beschreiben, da Quadrieren im
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Allgemeinen keine Aquivalenzumfor-
mung, sondern eine Gewinnumfor-
mung ist, also zuséatzliche Losungen
liefern kann. Hierzu wird gezeigt,
dass in den Schritten, in denen quad-
riert wird, jeweils beide Seiten der
Gleichung = 0 sind.

Eine Gegeniiberstellung der Ellip-
sengleichung mit der geometrischen
Ausgangssituation, der Fadenkon-
struktion, zeigt: In der Fadenkon-
struktion sind zwei Gréflen frei wahl-
bar, die Fadenldnge [ und der Ab-
stand der beiden Befestigungspunkte
2e. Auch die Gleichung weist zwei
Parameter auf, die Léangen der bei-
den Halbachsen a und 6. Mit [ = 2a
und e? = a? - b2 lassen sich die Para-
meter transformieren.

Mit einem CAS kann nun gezielt
untersucht werden, welchen Einfluss
a und b auf die Gestalt der Ellipse
haben. Auch hier wird wieder einer
der beiden Parameter konstant ge-
halten und der andere verdndert.
Insbesondere wird so deutlich, dass
ein Kreis eine spezielle Ellipse ist,
denn fiir @ = b = r erhélt man die
Gleichung x2 + y2 = a? eines Kreises
mit Radius a.

Andere Konstruktionen der Ellip-
se konnen ergidnzend in &dhnlicher
Weise behandelt werden (vgl. Schupp
2000; Winter 2005):

die Papierstreifenkonstruktion,

die auch die Bahn eines Punktes

auf einer rutschenden Leiter be-
schreibt,

die so genannte ,Klapsmiihle“, ein

Scherzartikel, der die Mechanik

eines Ellipsenzirkels benutzt,

die Scheitelkreiskonstruktion.
Hier offnet sich ein weites Feld fiir
selbststéindige Ubungen der Schiile-
rinnen und Schiiler.

Hyperbel

Den Zugang zur Hyperbel bildet nun
ein innermathematisches Problem.
Die fiir die Ellipse charakteristische
Bedingung wird abgeéndert:

Welche Gestalt besitzt die Menge aller
Punkte, die denselben Abstandsunter-
schied zu zwei gegebenen Punkten
hat?

Konstruktion
Erste Erfahrungen liefert hier das
Konstruieren diskreter Punkte (vgl.
Material 4): Es existieren offenbar un-
endlich viele derartige Punkte, und
sie bilden zwei getrennte Aste.

Auch fiir die Hyperbel gibt es eine
Fadenkonstruktion, die sich aller-
dings — anders als bei der Ellipse —
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Herleitung der Ellipsengleichung

Fiir jeden Punkt P = (x|y) einer Ellipse ist die Summe der Abstédnde
zu den beiden Brennpunkten F; und F), gleich einer Konstanten /:

FP + F,P = = konstant.

Geeignete Wahl des Koordinatensystems

Die beiden Brennpunkte haben die Koordinaten
F; =(—e|0) und F,=(e|0).

Fiir die grofie Halbachse a gilt
2a = ll + lz = l
(Dies ist offensichtlich, wenn P auf der x-Achse liegt.)

Fur die kleine Halbachse b gilt
a?=0b%+e2

(Dies ist offensichtlich, wenn P auf der y-Achse liegt.)

Damit folgt fiir einen Punkt P = (x|y) der Ellipse:
l, + 1, = PF, + PF,
=\Vx+e?+ y + V- )2+ y=2a
und damit
G+ o+ 5% = 20—z eF 57
(x+eR+y2=4a2—4a\(x—e)?+y% + (x—e)? +y2
4ex—4a? =—4a\(x—e)? +y*
a*—a%e? = a?x? - e?x? + a?y?
a?(a?—e?) =x%(a? —e?) + a?y?
a?b? = x%2b? + a%y?

I
=ty
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zusammen beide Hyperbeléste.

woraus folgt:

Hyperbelkonstruktion mit DGS

Konstruktion mittels Streckenabtragung:

Die beiden Léngen F,P und F,P werden auBerhalb

der eigentlichen Konstruktion so vorgegeben, dass

ihre Differenz F,P — F,P konstant ist, und als Radien
zweier Kreise um F; und F, abgetragen.

Die Spuren der beiden Schnittpunkte P und P’ ergeben

Konstruktion tiber die Mittelsenkrechte:

Konstruiert wird zunéchst eine Gerade durch F;

und einen beliebigen weiteren Punkt A. Der Punkt H
wird dann so auf F,A gewahlt, dass F1H = d < F,F,.
Alle Punkte der Mittelsenkrechten m zu F, und H
haben denselben Abstand von Fy, und H. Dies gilt
insbesondere fiir den Schnittpunkt P von m mit F}A,

FP-F,P=F,P-HP =F,H = d = konstant.

m

DGS-Konstruktion iiber die Mittelsenkrechte

in der Regel nicht auf Anhieb er-
schliet. Eine ,Low-cost-Variante®
des Hyperbelzirkels, die sich an his-
torische Vorbilder anlehnt (vgl. Wei-
gand 1997), lasst sich auch aus fester
Pappe und Faden herstellen. Damit
konnen die Schiilerinnen und Schii-
ler experimentieren und Erfahrun-
gen sammeln (Material 5). Eine stabi-
lere Konstruktion des Hyperbelzir-
kels aus Holzleisten ermoglicht wie-
derum das Arbeiten im Freien.

Auch die beiden DGS-Konstruk-
tionen lassen sich auf die Hyperbel
iibertragen (s. Kasten 4).

Gleichung
Bei der Herleitung der Gleichung bil-
det die Beziehung

|F\P — FyP| = konstant
den Ausgangspunkt. Die Umformun-
gen verlaufen analog zur Ellipsen-
gleichung und miinden in die Hyper-
belgleichung:

2 gL
Fir Schiilerinnen und Schiiler ver-
bliiffend ist die dhnliche ,,Bauform“
beider Gleichungen.

Die CAS-Darstellung ermoglicht
eine interessante Entdeckung: Beim
Zoomen nach auflen #hneln die
Hyperbelédste jeweils Halbgeraden
(Abb. 3a). Unterstiitzt werden kann
der Entdeckungs- und Formulie-
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rungsprozess durch das Abdecken
des zentralen Bereichs der Darstel-
lung (Abb. 3b). Dieses Phdnomen
lohnt eine genauere Untersuchung.
Zeichnerisches Experimentieren mit
einem Ausdruck der CAS-Darstel-
lung erlaubt zwei Erfahrungen:

Je zwei Halbgeraden gehoren zur
selben Ursprungsgeraden. Es han-
delt sich also um ein Asymptoten-
paar, das symmetrisch zur x-Achse
ist.
Eine graphische Ermittlung der
Steigungen und das Vergleichen
mit den Parametern a und b fiihrt
zur Vermutung, dass diese den
Wert ig besitzen.
Die Asymptoten sind die Diagonalen
im zur Hyperbel gehorigen , Achsen-
rechteck® (Abb. 3¢); hiermit erfahren a
und b eine geometrische Deutung. An
dieser Stelle bietet sich ein Blick
zuriick zur Ellipse an: Auch dort las-
sen sich ¢ und b als Seitenlédngen ei-
nes —in diesem Fall die Kurve begren-
zenden — ,,Achsenrechtecks” deuten.
Die Vermutung iiber die Steigung
der Asymptoten lésst sich durch fol-
gende Uberlegung verifizieren: Be-
trachtet man einen Punkt P = (x|y)
des Hyperbelastes im ersten Quad-
ranten und den ,unmittelbar dari-
ber liegenden®“ Punkt P = (x|y) der
Asymptoten, so gilt:

y = g\/x2 —a? und
y=ox

Hieraus folgt:
Es gilt Vx2 - a2 — \x2 = |x| = x fur
x — oo. Die Hyperbel ndhert sich
also der Asymptoten mit wachsen-
dem x immer stérker an.

Allerdings schneidet oder beriihrt
sie die Asymptote nicht. Vielmehr
gilt \x2—a2>x2 fur alle x € R.
Die Hyperbel verlduft also im ers-
ten Quadranten stets unterhalb
der Asymptoten.
Analoge Uberlegungen gelten auch
fiir die anderen Quadranten. Sie kon-
nen von den Schiilerinnen und
Schillern selbststandig formuliert
werden.

Leitkreiskonstruktionen

Die Leitkreiskonstruktionen schaf-
fen eine erste Vereinheitlichung von
Ellipse und Hyperbel. Der Arbeits-
auftrag ist rein innermathematisch
als Suche nach einer neuen Punkt-
menge formuliert:

Welche Gestalt besitzt die Menge aller
Punkte, die denselben Abstand von
einer Kreislinie und einem Punkt, der
dieser nicht angehért, haben?
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Abb. 3a: CAS-Darstellung der Hyperbel

2

mit der Gleichung %, - % = 1

-38 -28 -18

Abh. 3b: Hyperbel
mit abgedecktem Bereich

Abb.4a: DGS-Leitkreiskonstruktion
der Ellipse

Zunéchst gilt es zu kldren, was un-
ter dem Abstand eines Punktes von
einer Kreislinie zu verstehen ist: die
Lénge der kiirzesten Verbindung von
diesem Punkt zur Kreislinie. Diese
kiirzeste Verbindung verlduft immer
radial, sowohl fiir Punkte innerhalb
als auch aullerhalb des Kreises.

Fiir den Unterricht ergeben sich
nun zwei Varianten:

Durch die zusitzliche Anweisung,

dass der Punkt innerhalb des

Kreises liegen soll, wird der Unter-

richt enger gefiihrt.

Ohne diese Vorgabe verlauft er of-

fener und das Feld fiir Entdeckun-

gen ist weiter.

Zunichst soll der Punkt innerhalb
des Kreises mit Radius r liegen. Die
Konstruktion diskreter Punkte zeigt
rasch, dass in diesem Fall eine Ellip-
se entsteht. Wenn man sich die Kon-
struktion noch einmal genauer an-
schaut oder einige Spezialfille be-
trachtet, wird bestétigt, dass letztlich
dieselben elementaren Schritte wie
bei der eingangs dargestellten Ellip-
senkonstruktion durchgefithrt wer-
den. Auch die Beziehung r = 2a¢ und
der Abstand 2¢ der beiden Brenn-
punkte vom Mittelpunkt lassen sich
dort wiederfinden.
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Abb.4h: DGS-Leitkreiskonstruktion
der Hyperbel

Die DGS-Konstruktionen sind je-
weils relativ einfach (Abb. 4a und 4b).
Ein wesentlicher Konstruktions-
schritt ist wiederum die Mittelsenk-
rechte m von K und F,. Das Ziehen
an F, zeigt zunidchst das ,,Umsprin-
gen“ von der Ellipse zur Hyperbel, so-
bald F, die Kreislinie tiberquert. Vor-
aussetzung hierfur ist, dass Fy,K als
Gerade konstruiert wurde und nicht
nur als Strecke. Dariiber hinaus
taucht die Frage auf, was im Grenz-
fall passiert — diese Diskussion kann
zu einer nochmaligen Vertiefung des
Abstandsbegriffs fithren.

Die Ellipsengleichung folgt sofort
aus den Beziehungen PK = PF, und
PF| + PF, = PF, + PK =r = konstant.

Parabel

Der Zugang zur Parabelkonstruktion
erfolgt wiederum innermathema-
tisch durch eine Variation der vorher-
gehenden Leitliniencharakterisie-
rung:

Welche Gestalt besitzt die Menge aller
Punkte, die denselben Abstand von ei-
ner Geraden und einem Punkt, der
dieser nicht angehort, haben?

- b 'L £ Ll

Abh. 3c: Hyperbel
mit Asymptote und ,Achsenrechteck”

el
o
g -

Abb. 5: DGS-Leitlinienkonstruktion
der Parabel

Konstruktion

Die Konstruktion diskreter Punkte
kann einen ersten Eindruck liefern
(Material 6); die Scharen konzentri-
scher Kreise werden nun durch Scha-
ren paralleler Geraden ersetzt.

Der Parabelzirkel greift wesent-
liche Ideen des Hyperbelzirkels auf
(Material 7) und ist eine unmittelbare
Vorlage fiir das Arbeiten mit DGS
(Abb. 5).

Gleichung

Zur Herleitung der Parabelgleichung
ist eine geeignete Koordinatisierung
der Konstruktion notig. Die algebra-
isch einfachste Gleichung erhalt
man, wenn die y-Achse durch den
Scheitel der Parabel verliauft; weni-
ger optimale Koordinatisierungen
koénnen der Anlass fiir entsprechende
Vergleiche sein. Bezeichnet man den
Abstand von F zur Leitgeraden mit p,
so gilt fiir P = (x|y):

x= PG -4 =PF-% und
#=PF~ (s 5]

Das Ersetzen von PF in der zweiten
Gleichung liefert y2=2px. Die Para-
belgleichung weist also nur einen Pa-

rameter auf. Dies ldsst sich in Bezug
auf die Leitlinienkonstruktion geo-
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metrisch deuten (wird der Abstand
des Brennpunktes von der Geraden
frei gewahlt, ergibt sich die Offnung
automatisch), und taucht auch spéa-
ter bei der Betrachtung der Kegel-
schnitt-Eigenschaft wieder auf (soll
eine Parabel entstehen, muss man —
anders als bei Ellipse und Hyperbel —
parallel zu einer Mantellinie des Ke-
gels, also unter einem bestimmten
Winkel schneiden).
Die Parabel liefert mehrfache An-
kniipfungspunkte zur Analysis:
Die Frage nach einer Gleichung in
der Form y = f(x) wird im Unter-
richt haufig gestellt, da der Termi-
nus Parabel aus der Algebra be-
kannt ist. Sie lédsst sich durch ein
Vertauschen der Variablen x und y
kldren. Eine Veranschaulichung
wird durch das Arbeiten mit Foli-
ensétzen, die denselben Graphen
in verschiedenen Lagen relativ
zum Koordinatensystem zeigen,
erleichtert.
Das Ermitteln einer Tangenten-
gleichung kann (wie bei Ellipse
und Hyperbel) ein zusétzlicher,
eventuell auch differenzierender
Lerninhalt sein. Dass die Mittel-

senkrechte zu P und G stets auch
die Tangente an die Parabel ist,
folgt aus der Konstruktion (Ein-
deutigkeit des Schnittpunkts mit
der Parabel). Steigung und Ach-
senabschnitt lassen sich jeweils
durch geometrische Uberlegungen
ermitteln.

Die Graphen von Hyperbel und

Parabel sehen auf den ersten Blick

sehr dhnlich aus. Das Herausar-

beiten der Unterschiede (etwa an-
hand der Frage, ob auch die Para-
bel Asymptoten besitzt) spricht die

Steigung eines Graphen an.

Ein Zusammenstellen der wesentli-
chen Eigenschaften von Ellipse, Hy-
perbel und Parabel rundet diesen
Teil der Unterrichtssequenz ab.

Eine weiter reichende Vereinheit-
lich erfolgt durch die Einordnung die-
ser Kurven als rdumliche Schnitte ei-
ner Ebene mit einem Doppelkegel
(eine fachlich orientierte Darstellung
liefert Schupp 2000, S. 41f.). Zu Be-
ginn hat hier wieder das Experimen-
tieren — das Anschneiden von Plasti-
lin-Kegeln mit einer Rasierklinge —
seinen Platz. Anschliefend kann
uber eine Zwei-Tafel-Projektion eine

ebene Darstellung der Kegelschnitte
generiert werden, aus der sich dann
auch die charakterisierenden Ab-
standsbeziehungen ablesen lassen.
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FuBball-Arena

» Aufgabe

Notiere deine Vermutungen.

e e W e et .

Wie werden die Kreise auf einem Fuf3ballfeld gezogen?
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»Gartnerkonstruktion® der Ellipse

Du brauchst: ein Stiick Pappe als Unterlage, weilles
Papier, einen Faden und zwei Reifinéigel oder Tesafilm.
Markiere die beiden Punkte auf dem Papier und
befestige den Faden mit zwei ReiBindgeln oder je
einem Streifen Tesafilm. Zeichne nun eine Ellipse
nach der ,,Gartnerkonstruktion®, indem du den Faden
beim Zeichnen immer straff gespannt haltst.

Fadenldnge verdndern

Halte die beiden Punkte fest und veréndere die Lénge
des Fadens systematisch. Was beobachtest du?
Folgende Fragen kénnen dir dabei helfen:

» Aufgabe
Welchen Einfluss hat die Léinge des Fadens auf die Gestalt der Ellipse?
Wie lang muss er mindestens sein?
Lisst sich die Linge des Fadens auch durch Gréflen der Ellipse ausdriicken?

Punktabstand verandern
Halte nun die Linge des Fadens konstant und variiere den Abstand der beiden Punkte.
Was beobachtest du? Folgende Fragen kinnen dir dabei helfen:

» Aufgabe
Welchen Einfluss hat der Abstand der beiden Befestigungspunkte auf die Gestalt der Ellipse?
Was geschieht, wenn sie immer weiter zusammen riicken?

Fadenkonstruktion der Hyperbel

Du brauchst: eine Unterlage (ein Stiick Pappe oder
Styropor), eine Schiene aus fester Pappe (z.B. die
Riickseite des Zeichenblocks; es geht auch ein Lineal),
Papier zum Zeichnen (am besten im Format DIN-A3),
Nylonfaden, Reifinégel, Schere.

Die Abbildung zeigt einen einfachen Hyperbelzirkel.
In dem Punkt F ist ein Lineal (Pappstreifen) drehbar
gelagert (Rei3zwecke). Ein Faden wird im Punkt F,
der Zeichenebene und in einem Punkt 7" auf der
Kante des Lineals befestigt.

Du kannst damit eine Hyperbel zeichnen, indem

du das Lineal um F; drehst und dabei den Stift so

am Lineal entlang fithrst, dass der Faden immer
straff gespannt ist.

» Aufgaben
1 Baue einen Hyperbelzirkel und zeichne damit eine Hyperbel.

2 Erklire die Funktionsweise des Hyperbelzirkels.
3 Welche charakteristischen Griflen der Hyperbelkonstruktion findest du dort wieder?

4 Variiere nun systematisch diese Grofien. Welchen Einfluss hat dies auf die Hyperbel?
Notiere deine Beobachtungen.
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Konstruktion diskreter Punkte einer Ellipse

der Abbildung sind konzentrische Kreise um F; und F, dargestellt
e Radien nehmen jeweils um 0,5cm zu.

n
Welche Abstandssumme besitzt der Punkt P zu den beiden Punkten Fy und Fy?

4 Konstruiere auf einem weiteren Blatt Punkte einer Ellipse mit einem griofieren Abstand von F; und F,
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MATERIAL 4

Konstruktion diskreter Punkte einer Hyperbel

onzentrische Kreise um F; und F, dargestellt. Ihre Radien nehmen jeweils um 0,5cm zu.
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MATERIAL 6

Konstruktion diskreter Punkte einer Parabel

In der Abbildung sind der Brennpunkt F und die Leitgerade g einer Parabel dargestellt.

» Aufgabe

1 Zeichne Punkte ein, die denselben Abstand von F und g besitzen.

2 Wie lassen sich diese Punkte systematisch ermitteln? Gehe dhnlich wie bei Ellipse und Hyperbel vor.

3 Konstruiere auf einem weiteren Blatt eine Parabel mit einem anderen Abstand von F und g.

o

Fadenkonstruktion der Parabel

Du brauchst: eine Unterlage (ein Stiick Pappe oder
Styropor), eine Schiene aus fester Pappe (z.B. die
Riickseite des Zeichenblocks oder ein Lineal), Papier
zum Zeichnen (am besten im Format DIN-A3),
Nylonfaden, Reifinégel, Schere.

Die Abbildung zeigt einen einfachen Parabelzirkel.
Ein Faden wird im Punkt F' der Zeichenebene und in
einem Punkt S auf der Kante der Schiene befestigt.
Die Schiene kann auf der Zeichenunterlage parallel
zur Blattkante verschoben werden.

Du kannst damit eine Parabel zeichnen, indem du
die Schiene auf der Zeichenunterlage verschiebst
und den Stift dabei so an der Schiene entlang fiihrst,
dass der Faden immer straff gespannt ist.

» Aufgaben
1 Baue einen Parabelzirkel und zeichne damit
eine Parabel.

2 Erklire die Funktionsweise des Parabelzirkels.

3 Welche charakteristischen Griflen der Parabel-
konstruktion findest du dort wieder?

4 Variiere nun systematisch diese GrofSen.
Welchen Einfluss hat dies auf die Parabel?

MATERIAL 7
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MAGAZIN

Von Mauerratseln

zu quadratischen Gleichungen

In den Sommerferien 2005 habe ich
auf der Lokalnachrichten-Seite Not-
tuln der Westfidlischen Nachrichten
einige ,Mauerritsel” veroffentlicht:
Eine leichte, eine mittlere und eine
schwere Zahlenmauer waren zu fiil-
len. Und dies sieben Samstage lang —
mit groer Resonanz aus der Bevol-
kerung (s. Material 1).

Anfang des Schuljahres habe ich ei-
ne 9. Klasse iibernommen und bin mit
dem Mauer-Knobelblatt eingestiegen.
Die Aufgaben eignen sich gut, um in
einem ersten Zugang die Schiilerin-
nen und Schiiler auf die Suche nach
(evtl. noch zufilligen) Losungen zu
schicken. Dabei kann ein systemati-
sches Vorgehen angeregt werden:
Nach Einsetzen einer ersten Zahl fiir
a wird die Zahl im obersten Stein —
nennen wir sie f— mit dem gewtiinsch-
ten Ergebnis verglichen. Wie éndert
sich f, wenn a vergroBert wird? Bei
den Mauern aus Runde 1 bis 3 be-
wirkt ein groflerer Zahlenwert fiir a
eine Vergroflerung des Zahlenwertes
fir f — solange a nicht negativ ist. In
den Runden 4 bis 7 kann infolge der
Division eine VergréBerung von a
auch zu einer Verkleinerung von [
fithren. Solch ein systematisches Pro-
bieren fordert den Blick fiir die Wir-
kung von GroéBenénderungen, fir
(funktionale) Abhingigkeiten und
strategisches Vorgehen.

In sieben Arbeitsgruppen haben
die Schiilerinnen und Schiiler in der

Stunde und in der Hausaufgabe die
Losungen zur Aufgabe 1 fiir ihre drei
Zahlenmauern gefunden. In der
néchsten Stunde stellten sie diese
und die Systematik ihrer Suche vor.

Gleichungen aufstellen

Nach der Probier-Phase habe ich die
Aufgaben genutzt, um lineare Glei-
chungen zu wiederholen und rein
bzw. gemischt quadratische Glei-
chungen einzufithren. Die Suche
nach Gleichungen und die Ermitt-
lung aller Losungen fiir eine be-
stimmte Zahlenmauer kann sich
auch in der ersten Phase anbieten,
wenn die Klasse verschiedene Lo-
sungen zu einer Aufgabe findet oder
eine Systematik schwer zu erkennen
ist.

Als zweite Herangehensweise
wurde somit fiir die erste Mauer
(Runde 1) gemeinsam eine Formel zu
Bestimmung von a notiert und ge-
16st. Die zweite und dritte Mauer 16s-
ten die Lernenden wieder in Eigenar-
beit. Insgesamt wiederholten wir so
kurz den Umgang mit Variablen und
linearen Gleichungen. Die leichten
Mauern von Runde 3, 5, 6, 7 und die
schwere von Runde 7 waren die pas-
sende Hausaufgabe.

Die leichten Mauern von Runde 2
und 4 boten dann Gelegenheit, rein
quadratische Gleichungen zu behan-
deln, die Wurzel einzufithren und
zwei Losungen zu identifizieren. Die

» Aufgabe

spiel oder begriinde allgemein:

ten.

Nachdenken iiber Zahlenmauern

Die drei gesuchten Zahlen sind mit a, b und ¢ benannt, die drei ge-
gebenen Zahlen werden mit d (links unten), e (rechts unten) und f
(oben) bezeichnet. Gib zu den folgenden Aussagen jeweils ein Bei-

1 Bei einer ,Additionsmauer” wie in Runde 1 gibt es eine Losung
fiir a, auch wenn d und e positiv und f negativ ist.

2 Bei einer ,Multiplikationsmauer” wie in Runde 2 gibt es Zahlen-
kombinationen fiir d, e und [, fiir die es keine Losung fiir a gibt.

3 Es gibt insgesamt 6 verschiedene Mauertypen, die + und - erhal-

4 Bei einer Mauer wie die leichte in Runde 5, bei der f=d ist,
benotigt man immer dasselbe a, egal welchen Wert e hat.

5 Es gibt drei Mauertypen, die nur - und + enthalten und beliebig
viele Werte fiir a erlauben konnen.
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mittlere und schwere Aufgabe von
Runde 2, 4 und 6 wurden wieder in
Eigen- bzw. Hausarbeit erledigt.

Mit den mittleren und schweren
Mauern von Runde 3, 5 und der mitt-
leren von Runde 7 steht die Losung
gemischt quadratischer Gleichungen
an. Das erfordert einen Exkurs zum
Losungsalgorithmus. Ist dieser bei-
spielsweise anhand von Schulbuch-
aufgaben gefestigt, geht es auf dem
Blatt mit den genannten Mauern
weiter. Die hier auftretenden zwei
Losungen sind tatséchlich neu. Es
gab Schiilerinnen und Schiiler, die
beim systematischen Probieren die
eine oder die andere Losung gefun-
den hatten, aber niemand hatte bei-
de entdeckt.

Nachdenken iiber Zahlenmauern
Nach Behandlung der quadratischen
Gleichungen und des Satzes des Py-
thagoras kann man in einem Exkurs
das Mauerrechnen noch einmal mit
einer neuen Zielsetzung aufnehmen:
Was kann tiber die Losbarkeit und
Losungsanzahl der Mauerrétsel in
Abhéngigkeit vom Wert der 3 gegebe-
nen Zahlen ausgesagt werden? Eini-
ge Anregungen finden Sie in Kasten 1.
Die Zeitungsknobeleien zu tiberle-
gen, die eingereichten Losungen zu
kontrollieren und die Kommentare
zu lesen — das hat mir viel Spal} ge-
macht. Auch meine Schiilerinnen
und Schiiler sind auf die Mauerkno-
beleien und die nachfolgenden syste-
matischen Losungen eingestiegen.
Dies war neben sturem Uben und be-
deutungsschweren Anwendungen
auch einmal willkommen.

Heinz Boer, Appelhiilsen

Anmerkung

Detailliertere Fragestellungen, Lésungen
und Tipps zur Bearbeitung finden Sie unter
www.mued.de — Aktion WN.

Ubersicht

Lineare Gleichungen

Runde 1 leicht, mittel, schwer
Runde 3 leicht

Runde 5 leicht

Runde 6 leicht

Runde 7 leicht, schwer

Rein quadratische Gleichungen
Runde 2 leicht, mittel, schwer
Runde 4 leicht, mittel, schwer
Runde 6 mittel, schwer

Gemischt quadratische Gleichungen
Runde 3 mittel, schwer

Runde 5 mittel, schwer

Runde 7 mittel
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Mauerrechnungen

» Aufgabe 1
Bestimmt jeweils a, b, ¢ so, dass die Rechenmauer stimmig ist.
Uberlegt, wie man durch systematisches Probieren eine Losung findet.

Leicht Mittel Schwer
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8. Superschwere Aufgabe
Bilde eine Additionsmauer, die nur Quadratzahlen (# 0) enthdlt.
Bestimme durch Gleichungen jeweils alle Losungen fiir a.

» Aufgabe 2
Bestimme durch Gleichungen jeweils Losungen fiir a.
Suche fiir die ,superschwere Aufgabe“ ein Verfahren, um beliebig viele Losungen zu finden.
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Internet & Co.
im Mathematik-
Unterricht

LesetippseeslesetippseseliesetippseeceliesetippSees

Bcdirbel Barzel
Stephan Huffmann
Timo Leuders
(Hrsg.):

Computer,

Internet & Co.

im Mathematikunterricht
Cornelsen Scriptor 2005
269 Seiten, 16,95 EURO
ISBN: 3-589-21850-9

Computer, Internet & Co. im Mathe-
matikunterricht ist ein Praxishand-
buch fiir den sinnvollen Einsatz Neu-
er Medien im Mathematikunterricht.
Die Herausgeber charakterisieren
das Buch selber als ,,Sammlung von
Anregungen fiir die Unterrichts-
praxis und die Lehrerausbildung
und nicht als Theoriekompendium®
(S. 42). Aber es ist mehr als das, auch
wenn der Titel es nicht verrit: es ist
ein in konzentrierter Form dargebo-
tenes Handbuch zu den Grundfragen
modernen Mathematikunterrichts
mit und ohne Computereinsatz.

,Grundfragen“ heifit dann auch
der erste Teil des Buches, in dem das
Herausgeberteam das Dreieck aus
Mathematik, Lernen und Lehren und
Computer aufspannt. Hier wird ein
praxisbezogenes Bild eines Unter-
richts gezeichnet, der die Prozesse
des Lernens in den Vordergrund
stellt. Der Computer wird nicht als
Allheilmittel erklirt, sondern es wird
zum kritischen und gezielten Um-
gang mit neuen Medien in einem,
den Grundsétzen dialogischen Ler-
nens verpflichteten, Unterricht ange-
regt.

Der zweite (weitaus umfangrei-
chere Teil) ,Mathematische Tatigkei-
ten und Praxisbeispiele“ ist dann
entsprechend den im ersten Teil er-
lauterten Grundlagen nach zentra-
len Prozessen des mathematischen
Lernens gegliedert: Kommunizieren,
Problemlosen, Begriffsbilden. Da-
durch wird zugleich eine Hilfe fiir die
Neuorientierung in den aktuellen
kompetenzorientierten Lehrpldnen
gegeben.

Zu jedem Abschnitt geben die Her-
ausgeber eine prignant und praxis-
nah formulierte Einfiihrung, dann
folgen konkrete Unterrichtsbeispiele
verschiedener Autorinnen und Auto-
ren, in denen auf vielfiltige Art und
Weise der Einsatz von Computer und
Internet gezeigt wird. Dabei werden
viele verschiedene Themenbereiche
des Mathematikunterrichts bertick-
sichtigt, z.B.: ,Aufrdumen im Para-
belzoo“, ,Modelle fiir die Einkom-
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mensteuer untersuchen®, ,Was ist
ein Mittelpunkt?“, aber auch ,Pra-
sentieren mit dem Internet“, um nur
einige zu nennen. Die geschilderten
Erfahrungen aus dem Unterricht zei-
gen, dass die vorgeschlagenen Vorge-
hensweisen praxiserprobt sind, und
konnen auch im Einsatz neuer Medi-
en weniger erfahrene Kolleginnen
und Kollegen ermutigen, sich an-
hand eines der vorgestellten Themen
in diesen Bereich vorzuwagen.

Dieses sehr ansprechend geschrie-
bene Buch bietet einen fundierten
Uberblick tiber die theoretischen
Grundlagen moderner Mathematik-
didaktik und eine Fiille an erprobten
Unterrichtsbeispielen mit Computer-
einsatz. Es zeigt deutlich, wie neue
Medien in besonderer Weise geeignet
sind, mathematische Aktivitdten
und Prozesse anzustofen und es mo-
tiviert, seinen eigenen Unterricht
aus neuer Perspektive heraus weiter
zu entwickeln.

Brigitte Lutz-Westphal

Siegfried Krauter
Erlebnis
Elementargeometrie
Ein Arbeitsbuch zum
selbststéndigen und

aktiven Entdecken
Spektrum Akademischer
Verlag, Miinchen 2005
284 Seiten, 20,00 EURO
ISBN 3-8274-1644-2

Erlebnis
Elementargeometrie

Erlebnis Elementargeometrie — ein
mutiger Titel in einer Zeit, in der
LAction® und ,Hype“ angesagt sind.
Gibt es im Geometrieunterricht tiber-
haupt etwas Spannendes oder Aben-
teuerliches, das es rechtfertigen wiir-
de, von einem ,Erlebnis“ zu spre-
chen? Wer ein Auge hat fir die Geo-
metrie um uns herum, wer sich auf
geometrische Fragestellungen ein-
lasst und Hypothesen iiberpriift,
wird durchaus Uberraschendes ent-
decken. Das explizit formulierte An-
liegen von Siegfried Krauter ist es
denn auch, die Geometrie nicht als
fertige Wissenschaft zu préasentieren,
sondern anhand eigener Erfahrun-
gen allmahlich entstehen zu lassen.
Diesen Weg geht er konsequent,
indem er sich nicht an der mathema-
tischen Systematik, sondern an ele-
mentaren Erfahrungen der Lernen-
den orientiert. Die einzelnen Ab-
schnitte werden mit einfachen Beob-
achtungen bzw. Fragestellungen ein-
geleitet und mit vielfaltigen Aufga-

benstellungen begleitet. Dieses Buch
will nicht gelesen, sondern ,erarbei-
tet werden. Damit das eigene Erar-
beiten nicht zu schwer fillt, sind am
Ende eines jeden Kapitels Hinweise
und Losungen zu den gestellten Auf-
gaben eingefiigt.

Der erste Teil beschriankt sich auf

die Inhalte der Kongruenzgeometrie:
Nach einem einfithrenden Kapitel
uber die zeichnerische Darstellung
von Korpern werden gleich die Kon-
gruenzabbildungen der Ebene bis hin
zur Kongruenzgruppe und zu Sym-
metriegruppen dargestellt. Dieser
Einstieg mag etwas ungewohnt
scheinen, er zeigt jedoch seine Vortei-
le beim Begriinden der folgenden
Sédtze, die nun nicht streng eukli-
disch-axiomatisch bewiesen sondern
unter Verweis auf die Invarianten
der Kongruenzabbildungen bzw. auf
Symmetrieeigenschaften anschau-
lich begriindet werden. Bereits im
folgenden Kapitel ,Figuren in der
Ebene und im Raum“ wird davon
ausgiebig Gebrauch gemacht. Zwei
Kapitel iiber Flachen- und Raumin-
halte schlie3en den ersten Teil ab.
_ Der zweite Teil widmet sich der
Ahnlichkeitsgeometrie. Seine Kapi-
tel beschéftigen sich mit dem Projek-
tions- und Strahlensatz, Teilverhalt-
nissen, der zentrischen Streckung,
Ahnlichkeitsabbildungen und Ahn-
lichkeitsbeziehungen. Ein Uberblick
tber die affine und die projektive
Geometrie rundet diesen Teil ab. Die
vielfaltigen Aufgaben zur Erarbei-
tung und einfithrenden Beispielen,
welche ganz alltdgliche Phidnomene
aufgreifen und einer systematischen
Betrachtung unterziehen, geben
schone Anregungen fiir den Unter-
richt. Der Anhang enthéilt eine um-
fangreiche Aufgabensammlung zu
allen Themen des Buches und eine
Anleitung zum Einsatz dynamischer
Geometriesysteme.

Insgesamt behandelt das Buch
umfassend die Themen der Elemen-
targeometrie. Fir den Lernenden —
Adressaten sind in erster Linie Lehr-
amtsstudierende — erschliefen sich
deren Inhalte durch selbststéndiges
und aktives Entdecken. Fir den
Kenner kann das Buch aufgrund sei-
nes differenzierten Inhaltsverzeich-
nisses und seines Index als Nach-
schlagewerk dienen und den Lehren-
den unterstiitzt es mit vielfaltigen
methodischen Anregungen fiir Un-
terricht und Lehre.

Helmut Albrecht
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Multimediale Lernumgebungen

http://did.mat.uni-bayreuth.de/mmlu/
start.html

Mit dem Computer haben unsere
Schiilerinnen und Schiiler viele Er-
fahrungen — sie tauchen ein in die
Welt der Chatrooms und der virtuel-
len Realitdten. Die Moglichkeiten
des Rechners konnen auch fiir den
Mathematikunterricht genutzt wer-
den, wie die hier vorgestellten multi-
medialen Lernumgebungen zeigen.
Die Seiten wurden vom Lehrstuhl
fir Mathematik und ihre Didaktik
der Universitéit Bayreuth entwickelt.
Grundlage ist das dort entwickelte
Dynamische Geometrie-System Geo-
net, ein Vorldufer von Geonext.

Auf der Startseite finden Sie acht
interaktive Lernumgebungen zu
meist geometrischen Themen wie
dem Satz des Pythagoras oder zu be-
sonderen Punkten im Dreieck. Sie
eignen sich zur selbststdndigen Er-
arbeitung, zur Wiederholung oder
auch zu Demonstrationszwecken. Im
Vordergrund steht das Ziel: ,Weg
vom blofen Konstruieren geometri-
scher Figuren, hin zum Arbeiten mit
Figuren.“ Weitere Lernumgebungen
basierend auf Geonext finden Sie un-
ter http://geonext.uni-bayreuth.de/

— Beispiele

Einsatz im Unterricht

Der Einsatz der multimedialen Lern-
umgebungen ist aus folgenden Griin-
den empfehlenswert: Die Schiilerin-
nen und Schiiler sind aufgefordert,
aktiv zu werden, selbststindig und
im eigenen Arbeitstempo vorzugehen
sowie experimentell zu arbeiten. Da-
bei soll ihre Neugierde geweckt wer-
den und sie sollen durch die Dyna-

Der goldene Schnitt in der Kunst

niversitat
ayreuth

Lahrstuhl for Mathematik
und ihre Didakiik

der goldene schnitt
truktion

f7

die Uberprafung

78

/1
rLE %
in der natur
I

A

Abb. 1: Der goldene Schnitt in der Kunst
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Honen im goldenen Schi

mik der geometrischen Konstruktio-
nen und Darstellungen zu neuen
Sichtweisen gelangen.

Die im Folgenden vorgestellten
Lernumgebungen konnen weitge-
hend ohne vertiefte Vorkenntnisse
eingesetzt werden und lassen sich
gut in einzelne Sequenzen zerlegen.
So konnen sie z.B. in Partnerarbeit
arbeitsteilig erarbeitet werden. Sie
kénnen die Einheiten auch beim Sta-
tionenlernen an Notebooks oder als
Hausaufgabe zur Wiederholung von
Inhalten einsetzen.

Der goldene Schnitt

http://did.mat.uni-bayreuth.de/mmlu/
goldenerschnitt.ntml

Mit einem Klick auf ,LLernumgebung
starten“ landen die Schiilerinnen
und Schiiler in dem anschaulich und
reichhaltig aufgearbeiteten Themen-
kreis rund um den goldenen Schnitt
(vgl. Abb. 1). Motivierend wirken die
die comicartigen Darstellung (zum
Teil mit Animationen).

Unter ,Der goldene Schnitt“ wird
zunéchst inhaltlich beschrieben, was
grundsétzlich unter dem goldenen
Schnitt zu verstehen ist und einiges
zur Geschichte erzéhlt. Im néchsten
Schritt erfahren die Lernenden, wie
der goldene Schnitt konstruiert wird
und koénnen dies auch interaktiv
nachvollziehen. Hier bleibt die Lern-
umgebung jedoch nicht stehen. Man
kann eine ,Uberpriifung” des Sach-
verhalts vornehmen, wozu u.a. ein
Online-Rechner zur Verfiigung ge-
stellt wird. Anschlieffend wird aber
auch der algebraisch anspruchsvolle

thre Didaklik

Gib jeweils an, ob bel den einzelnen Fahizeugen die Eigenschafien der Achsenspiegelung erail sind
Fals nicht, gegen welche Eigenschall vurde verstoBen? 9

v w5 iy

Beweis gefiihrt. Zum Abschluss der
Einheit finden sich viele Beispiele
und Abbildungen, die illustrieren,
wo der goldene Schnitt in der Natur
und der Kunst auftaucht.

Achsenspiegelung

http://did.mat.uni-bayreuth.de/mmiu/
achsenspiegelung.html

Beginnend mit einfachen Aufgaben
(,Schreibe das Wort HALLO%) ver-
sucht diese Lernumgebung den
Schiilerinnen und Schiilern die Ach-
senspiegelung und die Achsensym-
metrie auf interaktivem Wege néher
zu bringen (Abb. 2). Oftmals ist dabei
ein experimentelles Vorgehen hilf-
reich und erwiinscht: Die Eigen-
schaften der Spiegelung und der
Symmetrie sollen erst spielerisch
entdeckt, dann aber systematisch er-
arbeitet werden.

Zur selbststiandigen Erarbeitung
dienen auch Aufgaben, die in der
Lernumgebung integriert sind. Zu
diesen Aufgaben konnen Hinweise
und Losungen abgerufen werden.
Durch diese Moglichkeit der Selbst-
kontrolle erhalten die Lernenden
wichtige Riickmeldungen.

Markus Mann, Weingarten

Alle hier vorgestellten Materialien
finden Sie auch unter
http://www.mathematik-lehren.de

oder unter
http://mathematik.ph-weingarten.de/publi-
kationen/lesezeichen/

Eigenschaften

jaCneinCl

@a0nein0

Abh. 2: Aufgabe zur Achsenspiegelung
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andere

Kluge
Erfinder,
dumme Nenner
und ein wenig
zuviel

Wussten Sie, dass viele der Unfille
zu Silvester mit Raketen oder Knall-
korpern dadurch passieren, dass
nach dem Anziinden das Feuerzeug
weggeworfen wird? — Trennen Sie
sich also nicht von den falschen Din-
gen. Auch nicht im Mathematikun-
terricht. Bleibt nur die Frage, was die
falschen Dinge sind. Das ist nicht im-
mer so leicht zu entscheiden wie bei
den Silvester-Knallern.

Knapp daneben

Wahlkampf'ist die Zeit der schlichten
Botschaften. Dabei sind auch die
grofien Parteien nicht vor den Ful3an-
geln der Prozentrechnung gefeit, ent-
deckten Ullrich Rauch aus Otzberg
und Friedrich Hattendorf aus Wer-
dohl.

Im deutschen Bundestagswahl-
kampf kiindigte die CDU an, den
Mehrwertsteuersatz von derzeit
16 % auf 18 % zu erhéhen. Die SPD
konterte mit dem Wahlkampf-Auf-
kleber:

WENN SIE AM 18.09. CDU/CSU WAHLEN.

Nein zur Erhohung der Mehrwertsteuer. SPD.

Werden die Waren wirklich um 2%
teurer, wie die SPD behauptet?

Ganz genau genommen betriagt die
Verteuerung durch die Erhohung der
Mehrwertsteuer i—}% -1= 1—% = g1§ =
01,724 ... %. Ob der CDU dieser SPD-
Rechenfehler aufgefallen ist?
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Kreativ

Annelies Paulitsch aus Hamburg hat
zweifellos Recht: Kreativ muss man
in der Politik schon sein, keine Frage.
Krista Sager, Fraktionsvorsitzende
Biindnis 90/Die Griinen im deut-
schen Bundestag, verdanken wir ei-
ne interessante Wortschopfung: Sie
bezeichnete eine grofle Koalition als
y,2duimmsten gemeinsamen Nenner®.

Das toppt noch den Ausspruch ei-
nes bayerischen Polizisten nach dem
Oktoberfest im vergangenen Jahr.
Auf die Frage eines Reporters, ob er
bei der Sperrstunde nicht mal Fiinfe
gerade sein lassen konnte, erkléarte
er groflziigig: ,,Von mir aus wiirde ich
auch Zehne grade sein lassen!“

Immerhin, wenn 10 und 5 gerade
sind — wie grof3 ist dann der dimmste
gemeinsame Nenner von 1/10 und
1/5? Und wie grof3 der kliigste?

Sehr kreativ

Thomas Alva Edison (1847-1931)
war ausgesprochen einfallsreich. Als
sehr erfinderisch erwiesen sich auch
die Gestalter der Website www.kinder-
lernen-so.de. Unter ,Kinder lernen
Mathe“ findet sich gleich als Erstes
die unten stehende Aufgabe.

Timo Leuders aus Freiburg kom-
mentiert trocken: Wohl dem, der D
ankreuzt ...

,Kreativ sein heif3t ... neue Wege
gehen, quer denken, ... Aha-Erleb-
nisse haben, sich wundern und stau-
nen ... neugierig sein, entdecken wol-
len ... sich auf Neues einlassen ...“ —
so lese ich an anderer Stelle auf die-
ser Website. Dem kann ich mich

anschlieflen; vielem anderen auf die-
ser Website allerdings nicht.

Sehr ergiebig

Mit dem Dreisatz muss man immer
rechnen ... Das stellte auch Achim
Bohn aus Offenburg angesichts der
folgenden Zeitungsmeldung fest:

DIE GUTE NACHRICHT

Glitzernde Kuhfladen

Wenn eine Kuh Edelsteine frisst, ist dies
nicht unbedingt eine gute Nachricht,
wenn die Klunker jedoch wieder heraus-
kommen, fillt die Freude umso grofer
aus. In Indien ist es passiert: Das Tier
fra} 1722 Diamanten, die dem Besitzer,
einem Héndler, zu Boden gefallen waren.
Seither versorgt er es mit viel Futter —
und bekam auf die Weise bereits 555 der
Steine zuriick, wie Mohabbatsinh Gohil
gestern berichtete. ,.Bei dem Tempo
miisste es weitere 30 Tage dauern, bis ich
alle wieder habe.” Die Kuh ist inzwischen
eine Attraktion: Jedes Mal, wenn ein Dia-
mant in einem ihrer Fladen blinkt, bricht
eine gespannt wartende Menschenmenge
in Jubel aus. AFP

Wann hat die Kuh die Diamanten
gefressen?

Diese Aufgabe zeigt die Grenzen des
schlichten Dreisatzes auf und bietet
in jedem Fall gentigend Anlass zu
Diskussionen: Soll man mehr oder
weniger futtern? ...

zwischen 1860 und 1930.

sieben Jahren?

210 Erfindungen.

als in einem Jahr:
Also rechne ich 7 mal 30.

Edison machte iiber 2100 Erfindungen

Wie viele Erfindungen machte er in

A 7 Jahre sind der zehnte Teil von 70 Jahren,
also nehme ich auch von den 2100 Erfindungen
den zehnten Teil: Er machte in 7 Jahren

B 7 Jahre sind siebenmal mehr Erfindungen

C 7 Jahre sind der siebte Teil von 70 Jahren, also nehme ich auch
von den 2100 Erfindungen den siebten Teil:
Er machte in 7 Jahren 300 Erfindungen.
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Achim Bohns Kommentar: ,Meine
Schiilerinnen und Schiiler hatten auf
jeden Fall viel Spal3 bei der Losungs-
suche.”

Mathe-Meisterschaft

Wenn der Verkauf von Tennisbéllen
sprunghaft ansteigt und die offizielle
Homepage des Airbus A380 plotzlich
jede Menge Zugriffe verzeichnet,
dann steht das erstens in einem en-
gen Zusammenhang und beweist
zweitens, dass deutsche Schiilerin-
nen und Schiiler Spal3 an der Mathe-
matik haben.

Airbus-Tennis

Wie viele Tennisbdlle passen wohl
in einen Airbus A380?

Dies war néamlich eine der Fragen
der Cornelsen Mathemeisterschaft
2005 — tbrigens einheitlich fiir alle,
von Klasse 5 bis Klasse 10! Auch hier
war das Interesse grof3: Uber 20 000
Schiilerinnen und Schiiler nahmen
in fast 5000 Teams die Herausforde-
rung an und setzten sich voller Ideen
mit den ungewo6hnlichen Fragen aus-
einander.

Richtige Ergebnisse, kreative Lo-
sungswege und gute Teamarbeit wa-
ren gefragt. Bewertet wurden natiir-
lich nicht nur das richtige Ergebnis,
sondern auch der Weg zum Ziel und
die Priasentation der Losung. Die
Jury war beeindruckt von den vielen
cleveren und erstaunlichen Losungs-
wegen quer durch alle Klassenstu-
fen.

Bretzeli-Prozente

Die Schweizer haben bei TIMSS und
PISA bekanntlich gut abgeschnitten.
Da bietet es sich an, zu schauen, was
man von den Schweizern lernen
kann — so dachte auch Friedel Fiedler
vom Zentrum fiir Mathematik in
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Wetzlar. Eines aber hat ithn doch ein
wenig nachdenklich gestimmt:

Das Salzgebick ,Bretzeli“ der Firma
Roland aus Murten in der Schweiz
gibt es normalerweise in 100-g-
Packungen:

Schweizer Produkt / Produit Suisse:

ﬂ ORIGINAL
SWiss

Hergestalit von:

Produit par:

Roland Murten AG

CH-3280 Murten
www.roland.ch

A member of \/'d l ora

Vertrieb in Deutschland durch:
Genuport Trade AG
D-22848 Norderstedt

Vertrieb in Osterreich durch:
K. Schweigl Handels-AG
A-2620 Neunkirchen

100g€e

Ab und zu gibt es ein Sonderangebot
mit diesem Aufdruck:

+38%

ASSIC

Bretzeli

Und wie viel Bretzeli gibt es darin???

Schweizer Produkt / Produit Suisse:

ﬂORIG!NAL
SWISS

Hergestellt von:

Produit par:

Roland Murten AG

CH-3280 Murten
www.roland.ch

Vertrieb in Deutschland durch:
Genuport Trade AG
D-22848 Norderstedt

Vertrieb in Osterreich durch:
K. Schweigl Handels-AG
A-2620 Neunkirchen

150g€e

Man kann viel aus Fehlern lernen ...
und wie sagte schon Albert Einstein,
der Deutsch-Schweizer: ,Do not
worry about your difficulties in ma-
thematics, I assure you that mine are
greater.”

1
1H

Kalender-Recycling

Beim Umzug gibt es viel zu ent-
decken — das weil} jetzt auch unsere
Redakteurin. Unter anderen ldngst
vergessenen Dingen lag da ihr alter
Sprach-Kalender von 2001. ,Na, die
guten Vorsitze — jeden Tag ein wenig
Franzosisch lernen — haben nicht
lange gehalten, jedenfalls bin ich da-
mals nur bis Mitte Februar gekom-
men.“, so Anne Hilgers. Aber Weg-
werfen wollte sie den Kalender nun
doch nicht — deshalb:

In welchem Jahr lisst sich der Ka-
lender von 2001 wieder ohne Da-
tums-Wochentags-Verwirrung ver-
wenden, um die guten Vorsdtze von
damals erneut in die Tat umzuset-
zen?

Detektive gesucht
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100.Geburbstag.

E's gibt nichts Gutes,
aufler man tut es.
Erich Kistner (1899-1974)

Vor fast 80 Jahren erschien Erich
Kiéstners ,Emil und die Detektive“
als Kinder-Roman. Erinnern Sie
sich? Im Berlin der 1920er organisie-
ren der Junge Emil und seine Freun-
de einen gut funktionierenden Nach-
richtendienst, um einen Dieb zu stel-
len. Kurzum: Gemeinsam ist man
stark.

Haben Sie auch eine ,etwas andere
Aufgabe“? Schreiben Sie mir:

Wilfried Herget

FB Mathematik & Informatik
Universitédt Halle-Wittenberg
06099 Halle
Die-etwas-andere-Aufgabe@
friedrich-verlag.de

Machen Sie mit —
danke schon!

W Kot

alapue

[=7]
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Jeden Monat eine
Herausforderung ...

Wie kann das Interesse an mathema-
tischen Aufgaben geweckt werden,
wie neben dem Schulalltag und den
neuen Inhalten auch eine fundierte
Sicherung von Basiswissen erfolgen?
Heinz Klaus Strick aus Leverkusen
hat — rechtzeitig zum Jahreswechsel
— anregende und produktive Aufga-
ben zusammengestellt. Entstanden
sind zwei Kalender fiir das Jahr 2006,
einer fur die Stufen 5-7, einer fiir die
Stufen 8-13. Mit Streichholzschach-
teln soll beispielsweise im April der
Klassenraum der jiingeren ausgefiillt
werden. Im Mai erkunden die &lteren
statt n-Ecken auch einmal n-Runde
und denken tiber Umfang und
Flacheninhalt nach (vgl. S. 69).

Das ,,Problem des Monats“ kann
auch tber www.landrat-lucas.de einge-
sehen werden; die Losungen werden
nach Ablauf der Bearbeitungszeit
ebenfalls auf dieser Homepage be-
reitgestellt.

... jeden Tag
ein Tiirchen

Wer nicht bis zum nichsten Jahr
warten mochte, kann sich unter

http://www.mathekalender.de

jeden Tag mit einer Knobelaufgabe
versorgen. Ab dem 1. Dezember 2005
koénnen Schiilerinnen und Schiiler
der Klassen 10 — 13 und Erwachsene
taglich ab 18 Uhr ein neues virtuelles
Tirchen 6ffnen. Wer die Aufgaben
dahinter schnell und richtig 16st,
kann attraktive Preise gewinnen.

Der mathematische Adventska-
lender wird vom MATHEON, dem
DFG-Forschungszentrum ,Mathe-
matik fiir Schliisseltechnologien: Mo-
dellierung, Simulation und Optimie-
rung realer Prozesse“ betreut. Die
Aufgaben lassen wissenschaftliche
Mathematik spielerisch entdecken:
Ein Frosch wagt nur bestimmte
Spriinge zwischen Seerosenbléttern
und will wissen, auf welchem Blatt er
am héufigsten landet. Ein Wiirfel
von funf Zentimetern Kantenldnge
soll mit Laserlicht in kleinere Wiirfel
mit 1, 2, 3 oder 4 Zentimeter Kanten-
ldnge zerschnitten werden — wie viele
werden es mindestens? Zusammen
mit den ausfiihrlichen Losungen im
Januar 2006 wird auch die Ankniip-
fung an die moderne Mathematik er-
Kklart.

Einen weiteren mathematischen
Adventskalender mit interessanten
Knobelaufgaben fiir Schiilerinnen
und Schiiler aller Altersstufen finden
Sie beim Mathe-Zirkel unter
www. mathe-zirkel.de

Ein Geschenk
zum Knobeln

Logikspiele iiben auf viele einen be-
sonderen Reiz aus. Warum sollte dies
nicht auch mal im Unterricht ge-
nutzt werden? Beim Lésen solcher
Knobeleien arbeitet man — bewusst
oder unbewusst — mit heuristischen
Strategien. Dabei trainieren die
Schiilerinnen und Schiiler spielerisch
ihre Problemlésekompetenz. Unter-
haltungsmathematik ist eben auch
Mathematik.

Herr Gorenflo hat dieses Schiebe-
puzzle gebastelt. Es geht darum,
durch geschicktes Verschieben der
Spielsteine aus der Grundstellung
heraus (s. Foto) den groflen quadrati-
schen Stein von links oben in die ge-
geniiberliegende Ecke nach rechts
unten zu mandévrieren. Diese Art von
Spielen ist schon lange bekannt. Bei
Schiebepuzzlen wird meist die heu-
ristische Strategie des Vorwirtsar-
beitens genutzt. Welche Ziige sind
moglich — und welche fithren in eine
Sackgasse? Beim systematischen
Probieren merkt man schnell, dass
die beiden kleinen Quadrate eine be-
sondere Rolle spielen ...

Losung zum Schiebespiel

—> —> — —> —>
—> —> —> —> —>
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Streichholzschachteln

Schau dir genau an, wie Streichholzschachteln aufgebaut sind. Damit die
kleinen Schachteln, in die 38 Streichholzer gelegt werden, moglichst stabil
sind, werden die Seitenflichen auf besondere Weise miteinander verklebt.

Miss die Léinge, die Breite und die Hohe einer

gewohnlichen Streichholzschachtel. Zeichne das Netz

des Pappstiicks, aus dem der innere Teil einer

Streichholzschachtel besteht. Wie grof ist die benétigte Pappfliche?

Auch der duflere Teil einer Streichholzschachtel ist aus Pappe hergestellt.
Wie viel Pappe wird hierfiir verbraucht?

Streichholzschachteln nehmen nicht sehr viel Raum ein.
Wie viele kénnte man in einem durchschnittlich
groflen Klassenraum stapeln?

Streichholzschachteln mit 38 Streichhélzern sind nicht beson-
ders schwer. Vergleiche das Gewicht eines Klassenraums voller
Streichholzschachteln mit einem geeigneten anderen Korper.

Wie viel Pappe braucht man fiir die Herstellung
eines Klassenraums voller Streichholzschachteln?
] q% [ Vergleiche diese Flache mit einer geeigneten
anderen Fliche.

RegelméBige n-Runde

Jeder weil3, was ein n-Eck ist. Hier erfdhrst du, wie ein regelméfliges n-Rund (Plural: n-Runde) aussieht. Im Prin-
zip genauso — nur mit dem kleinen Unterschied, dass die Ecken abgerundet sind. Praktisch geht das so, dass man
die Seitenlédnge eines n-Runds abtriagt, dann schlieffit man — statt sich um einen Winkel zu drehen — einen Bogen
mit gleichem Mittelpunktswinkel an, so dass dann wieder eine ,,gerade“ Seite angeschlossen werden kann usw.
Beispiel

Der Umfang eines 3-Runds setzt sich also zusammen aus drei Seiten und drei 120°-Bégen, deren Radius so grof3
ist wie die Seite.

H00

3-rund 4-rund 5-rund

Stelle Formeln fiir die Berechnung des Umfangs und des Fldcheninhalts von n-Runden auf.

Wie sehen n-runde Sterne aus?
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Klarheit schaffen

Zusammenhdnge deutlich machen, Methodenkompetenz vermitteln, Basiswissen und
Grundfertigkeiten stirken, Lernerfolge sichern, individuelle Lernwege fordern — Aspekte
wie diese werden zukiinftig in Ihrem Unterricht eine immer grofRere Rolle spielen.

Wir sorgen dafiir, dass Sie diese neuen Herausforderungen sicher meistern werden.
Mit einer Generation komplett neu entwickelter Schulbiicher, die Ihnen Orientierung
und Unterstiitzung bieten — sodass Sie sich ganz auf das Wichtigste konzentrieren kénnen:
auf die Arbeit mit Ihren Schiilerinnen und Schiilern.

Mathematik bei Klett: Freuen Sie sich auf die neuen Lehrwerke.

www.klett.de
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