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Eine Doppelstunde

Vor einigen Jahren war auf einer Vor-
tragsankiindigung mit dem Titel ,,Ana-
lysis verstdndlich unterrichten® das
Wort ,,verstindlich* umkreist und hand-
schriftlich dazu notiert: ,,Wie denn
sonst? Das Bemiihen, den Mathema-
tikunterricht verstindlich zu gestalten,
sollte in der Tat selbstverstdndlich sein,
denn Verstehen (d. h. sich einen Zusam-
menhang verstindlich machen) ist eine
wesentliche mathematische Téatigkeit,
und ,,Verstehen des Verstehbaren ist ein
Menschenrecht (Wagenschein).

Der Mathematikunterricht darf sich
nicht auf die Vermittlung von hiufig
unverstandenen Rezepten und Verfah-
ren beschrinken — auch wenn eine sol-
che Fokussierung des Unterrichts auf
beherrschbare Algorithmen durchaus
nachvollziehbare Griinde hat: Sie bie-
tet eine gewisse Sicherheit dariiber, was
in Priifungen gekonnt werden soll und
gewihrleistet so hiufig auch akzep-
table Benotungen. Dagegen stellt ein
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verstehensorientierter Mathematikun-
terricht hohere Anspriiche. ,,Verstind-
nis* ist auch nicht so einfach zu priifen;
es kann nur langfristig aufgebaut wer-
den und stellt Lernende wie Lehrende
vor viele Herausforderungen.

Verstehensorientierung durch
Grundvorstellungen

Ein wesentliches mathematikdidakti-
sches Konzept, welches als Grundlage
fiir einen verstehensorientierten Mathe-
matikunterricht dienen kann, ist das der
Grundvorstellungen. In Kasten 1 ist ein
Uberblick iiber das Prinzip der Orientie-
rung an Grundvorstellungen dargestellt.

Dieses Prinzip soll im Folgenden am
Beispiel der Bestimmung des Abstan-
des eines Punktes von einer Geraden im
Raum verdeutlicht werden.

Die analytische Geometrie in der
Oberstufe steht mit ihrem eng um-
grenzten Aufgabenkanon (Schnitt-
punkte, Schnittwinkel und Abstdnde
von Geraden und Ebenen) besonders
in der Gefahr, sich als eine reine An-
sammlung von Verfahren darzustellen.
Abstandsaufgaben gelten zwar als vor-
stellungsmiBig schwierig, konnen aber
rechnerisch mithilfe von Formelsamm-
lung und Taschenrechner auch vorstel-
lungsfrei gelost werden.

Mit einer stirkeren Orientierung an
Grundvorstellungen wird das Ziel ver-
folgt, Verstindnis fiir Zusammenhénge
zu ermdglichen und die inhaltliche Be-
deutung der mathematischen Begriffe in
das Zentrum des Unterrichts zu stellen.
Dies kann beispielsweise durch das Ein-
beziehen von Sachkontexten geschehen,
um die Fahigkeit zur Anwendung des
Abstandskonzeptes auf die Wirklichkeit
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zu fordern. In diesem Beitrag verfol-
gen wir hingegen einen innermathema-
tischen Ansatz, bei dem der Aufbau vi-
sueller Reprisentationen, die operatives
Handeln auf der Vorstellungsebene er-
moglichen, im Vordergrund steht.

Grundvorstellungen zum
Abstandsbegriff

Zunichst sind bei einer grundvorstel-
lungsorientierten Behandlung eines ma-
thematischen Inhaltes normativ Grund-
vorstellungen zu beschreiben. Diese ba-
sieren auf Analysen des mathematischen
Inhalts unter Einbezug didaktischer As-
pekte und anderer relevanter Phianome-
ne. Fiir den Abstandsbegriff formulie-
ren wir hier die folgenden Grundvor-
stellungen:

Grundvorstellungen zum

Abstandsbegriff

e GV 1: Abstand als kurzeste Ver-
bindung

* GV 2: Abstand als orthogonale
Verbindung

e GV 3: Abstand als Radius einer
Berlhrkugel (bzw. Kreis)

GV 1 kniipft an die alltdgliche Erfahrung
an, dass die kiirzeste Verbindung zwei-
er Punkte eine gerade Linie ist. Sobald
es aber um den Abstand nicht punktfor-
miger Objekte geht, muss in der Vor-
stellung die Gesamtheit aller moglichen
Strecken betrachtet werden, die zwei zu
den Objekten gehorige Punkte verbin-
det. Dies macht deutlich, dass in die-
ser Grundvorstellung auch eine analyti-
sche Komponente enthalten sein muss,
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Auch eine Abstandsfrage: Wie weit ist der Ball vom Netz entfernt?

—@ WISSENSWERT

Orientierung an Grundvorstellungen

Grundvorstellungen verbinden mathematische Inhalte und die individuel-

le Begriffsbildung (vom Hofe, 1995). Durch Anknupfung an bekannte Hand-
lungen und Sachverhalte aus Alltag und Mathematik wird den Begriffen Sinn
verliehen. Weiterhin erlauben Grundvorstellungen ein flexibles Umgehen mit
mathematischen Inhalten ,im Kopf*, beispielsweise um zu explorieren, wie
sich Veranderungen von Objekten auswirken. Zudem sind Grundvorstellun-
gen fir die Ubersetzung zwischen verschiedenen mathematischen Darstel-
lungen sowie fiir den Ubergang zwischen Mathematik und lebensweltlich
bezogenen Situationen beim Modellieren unerlasslich.
Grundvorstellungsorientierung bedeutet im Wesentlichen dreierlei:

1. Normativer Aspekt: Die grundlegende Strukturierung und Planung

des Unterrichts (die Auswahl und Gestaltung von Aufgaben, Kontexten,
Beispielen usw.) ist ausgerichtet an den Grundvorstellungen, die flir den
mathematischen Inhalt relevant sind. In der Literatur wurden fr viele
Inhaltsbereiche Grundvorstellungen formuliert, die Leitlinien fir den Unter-
richt darstellen. Fur die Entwicklung von Grundvorstellungen eines Begriffs
ist insbesondere zu berlcksichtigen, auf welchen Grundvorstellungen an-
derer relevanter Begriffe aufgebaut werden kann. Diese gilt es dann ggf.
wiederholend aufzugreifen und explizit mit den neuen Objekten und Vor-
stellungen zu verknlpfen. Zu bertcksichtigen ist auch, tber welche Vor-
stellungen die Schilerinnen und Schiiler bereits verfugen und inwieweit
solche bereits bestehenden Grundvorstellungen erweitert werden missen.

2. Deskriptiver Aspekt: Im Unterricht ermdéglichen Aufgaben, Auftrage
oder andere MaBnahmen eine Diagnose individueller Vorstellungen der
Schilerinnen und Schuler. Bei der Bewertung diagnostischer Ergebnisse
ist dabei eine zentrale Frage, inwieweit sich zentrale Grundvorstellungen in
den individuellen Vorstellungen wiederfinden.

3. Konstruktiver Aspekt: Die individuellen Vorstellungen werden schlieB-
lich mit den normativ gewonnenen Grundvorstellungen verglichen. Die fest-
gestellten Abweichungen ermdéglichen das Eingehen auf individuelle Vor-
stellungsdefizite, eine entsprechende Anpassung des Unterrichts und die
Ausgestaltung individueller Férderangebote fiir Schilerinnen und Schiiler.

Bei allen drei Aspekten sollten stets die oben genannten Merkmale berlick-
sichtigt werden: Anknlpfungen ermdglichen, immer wieder flexibles (auch
teils angeleitetes und unterstiitztes) Operieren im Kopf einfordern und Uber-
setzungsprozesse sowie Anwendungskontexte in Aufgaben thematisieren.
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mittels derer eine Minimierung der Lan-
gen aller moglichen Verbindungsstre-
cken vorgenommen werden kann.
Auch bei GV 2 (Abstand als ortho-
gonale Verbindung) kann an bekannte
Sachzusammenhiénge angekniipft wer-
den: Will man zum Beispiel die Hohe
eines Raumes messen, so sollte der Me-
terstab senkrecht zu Boden und Decke
gehalten werden. Fiir nicht lineare ma-
thematische Figuren oder Korper um-
fasst diese geometrische Grundvorstel-
lung aber noch mehr: Beispielsweise ist
beim Abstand eines Punktes von einem
Kreis die Orthogonalitét zu einer Krei-
stangente zu beriicksichtigen.
Zwischen GV 1 und GV 2 besteht
eine enge Beziehung: Vergleicht man
etwa eine orthogonale und eine wei-
tere Verbindungsstrecke eines Punktes
zu einer Geraden, so kann man anhand
des entstandenen rechtwinkligen Drei-
ecks erkennen, dass sich die orthogo-
nale und die kiirzeste Verbindung ent-
sprechen miissen. Dennoch sollten diese
Grundvorstellungen unterschieden wer-
den: Bei GV 1 handelt es sich um ei-
ne Vorstellung, die auch an analytische
Sachverhalte ankniipft, wihrend dies bei
GV 2 rein geometrische Zusammenhén-
ge sind. GV1 ist auch dann noch trag-
fihig, wenn die geometrisch orientierte
Vorstellung GV2 nicht mehr weiterhilft
(man denke an den Fall, wenn die kiir-
zeste Verbindung von einem Punkt zu ei-
nem Dreieck zu einem Eckpunkt fiihrt).
GV 3 (Abstand als Radius einer Be-
rithrkugel) beruht auf der Charakteri-
sierung einer Kugel bzw. eines Kreises
als Menge aller Punkte, die vom Mit-
telpunkt den gleichen Abstand haben.
Wenn nun die Kugel von einem fes-
ten Punkt aus so weit vergroBert wird,
bis sie das andere Objekt beriihrt, gibt
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der Radius den (kiirzesten) Abstand an.
Hier wird eine enge Verbindung zu GV
1 deutlich; allerdings ist GV 3 nicht so
weitreichend, da sie nur dann geeignet
ist, wenn der Abstand von einem festen
Punkt aus bestimmt werden kann.

Der Aufbau dieser Grundvorstellun-
gen zum Abstandsbegriff muss im Ma-
thematikunterricht langfristig angelegt
werden. Die Entwicklung beginnt in
unteren Jahrgangsstufen mit Aktivita-
ten zum Messen von Abstinden in ver-
schiedenen Kontexten, wird in der Se-
kundarstufe 1 iiber die Einfiihrung von
Koordinaten und iiber die rechnerische
Bestimmung in der ebenen Geometrie
fortgefiihrt und sollte in der Oberstufe im
Kontext der Abstandsaufgaben bei der
Vektorrechnung weiter vertieft werden.

Strategien zur Abstands-
bestimmung Punkt-Gerade

Die Unterrichtsidee, mit der das Prinzip
der Orientierung an Grundvorstellungen
verdeutlicht werden soll, basiert auf der
Beobachtung, dass es eine Vielzahl von
unterschiedlichen Mdglichkeiten gibt,
wie man bei der Bestimmung des Ab-
standes eines Punktes zu einer Geraden
im Raum mit vektoriellen Methoden vor-
gehen kann. Ein Uberblick iiber die ver-
schiedenen Vorgehensweisen und die da-
mit zusammenhingenden Grundvorstel-
lungen ist in Tab. 1 zu finden (vgl. auch
die Hilfestellungen auf dem Arbeitsblatt).
Die Schiilerinnen und Schiiler soll-
ten bei der Bearbeitung der Aufgaben auf
dem Arbeitsblatt bereits iiber eine solide
Basis in der analytischen Geometrie ver-
fligen, etwa sollten sie Vorkenntnisse zu
Geraden und Ebenen und Grundvorstel-
lungen zum Skalarprodukt besitzen (vgl.
Frohn 2020). Manche der aufgefiihrten
Vorgehensweisen bauen auch auf Kennt-
nissen zum Vektorprodukt und zu Kugel-
gleichungen auf. Diese sind jedoch nicht
unbedingt notwendig; das Ziel der unter-
richtlichen Umsetzung ist die Erarbei-
tung und der Vergleich mehrerer (aber
nicht aller) der skizzierten Strategien.
Die Erarbeitung einer Strategie wird
mithilfe von drei Teilaufgaben angelei-
tet. In Teil a) konnen in einer Gruppe
zunidchst (auch bruchstiickhafte) Ideen
zusammengetragen werden, die in der
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Folge zu schliissigen Vorgehensweisen
zusammengefasst und in Teil b) explizit
beschrieben werden sollen. Dazu brau-
chen manche Gruppen sicherlich Unter-
stiitzung, die zum Beispiel durch ausge-
schnittene Hilfekarten (unten auf dem
Arbeitsblatt) erfolgen kann. Als Alter-
native zu der freien Vorgehensweise, in
der jede Gruppe selbststindig eine ei-
gene Strategie entwickeln soll, kann die
Aufgabe auch so durchgefiihrt werden,
dass einzelnen Gruppen direkt die Hil-
fekarten zugeordnet werden. Aufgaben-
teil ¢) hat die unterstiitzende Funktion,
die erarbeitete Strategie an einem vorge-
gebenen Beispiel rechnerisch anzuwen-
den und zu priifen. In einer abschliel3en-
den Prisentations- und Reflexionsphase
konnen nun die unterschiedlichen Stra-
tegien verglichen werden.

Vergleich der Strategien

Allen Strategien ist gemeinsam, dass sich
der gesuchte Abstand als Linge des ge-
fundenen kiirzesten bzw. orthogonalen
Verbindungsvektors vom Punkt zur Ge-
raden ergibt. Wie man zu diesem Vektor
kommt, ist jedoch sehr unterschiedlich.
Die Strategien 1 und 2 gehen beide
von einem allgemeinen Verbindungsvek-
tor vom Punkt zur Geraden aus. Er ent-
hilt demnach einen Parameter, der nun
so bestimmt werden kann, dass man den
orthogonalen (bei 1) bzw. den kiirzesten
(bei 2) Verbindungsvektor erhilt. Bei 1
wird das Skalarprodukt zum Aufstellen
der Orthogonalititsbedingung verwen-
det; in der Folge muss lediglich eine line-
are Gleichung gelost werden. Bei 2 dage-
gen verwendet man eine analytische Me-
thode, daletztendlich das Minimum einer
quadratischen Funktion gesucht ist, wel-
che sich durch die quadrierte Linge des
allgemeinen Verbindungsvektors ergibt.
Strategie 3 verwendet eine Hilfse-
bene, die durch den Punkt und ortho-
gonal zur Geraden verliuft. Dazu ist die
Normalenform einer Ebene gut geeig-
net, mithilfe derer nur noch der Schnitt-
punkt mit der Geraden bestimmt werden
muss. Dies dhnelt Strategie 1, da bei bei-
den das Skalarprodukt und die Lésung
einer linearen Gleichung bendtigt wird.
Bei Strategie 4 muss hingegen keine
Gleichung gelost werden, sondern der
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Die Projektions-
vorstellung zum
Skalarprodukt

Fur das Skalarprodukt zweier
Vektoren u und Vv gilt:
G-v=u-vg== ldl-|vgl.
Dabei ist v;; der Projektionsvek-
tor von v auf U, und das positive
bzw. negative Vorzeichen gilt fur
den Fall gleicher bzw. entgegen-
gesetzter Orientierung der Vek-
toren u und v .

Mithilfe der Projektionsvorstel-
lung kann das das Skalarpro-
dukt als ein (vorzeichenbe-
haftetes) Produkt von L&ngen
interpretiert werden. Dartber hi-
naus erkennt man hiermit, dass
es beim Skalarprodukt bei fes-
tem Vektor u nur auf den Pro-
jektionsvektor von v auf U an-
kommt. Alle Vektoren v, die den
gleichen Projektionsvektor auf u
haben, haben also auch das
gleiche Skalarprodukt mit 4. Die-
se Grundvorstellung zum Ska-
larprodukt erméglicht ein gutes
Verstandnis der (Hesse’schen)
Normalenform einer Ebene, da
eine Ebene gerade aus allen
Vektoren besteht, die mit dem
Normalenvektor das gleiche
Skalarprodukt haben.

£

Abstand wird auf direktem Wege be-
rechnet. Mit dem Betrag des Vektorpro-
dukts kann der Flicheninhalt des Pa-
rallelogramms bestimmt werden, das
von einem Verbindungsvektor und ei-
nem Richtungsvektor der Geraden auf-
gespannt wird. Der Abstand ergibt sich

mathematik lehren 223 | 2020



www.meinunterricht.de

4 — p 151 J0pjAsBuUNpuIgIaA JojeuoBoyUO UOIPPEIOINOA
n.=== mm :poasab/iyoneisab mm nz pam n :uoneydiyny aeeys
mm - n = A . nBunjjgisionsuoipslold :pnpoidieeys

Bunpuiqiep
aleuoboyuo

(Bunuaisireuoboyru

-1PIWYOS-Weln)) s|ieuy usjeuoboyuo sep
uuep Jywep pun ugjgjeed sap Bunuyoal
-ag ‘181uy usjeuoBoyuo pun wa|d|jesed uoa
awwng 181 JopjaasBunpuiquap Jabigalieg

plundjdniiN wnz spueisqy uayoia|b uapjund uon abusiy sfe [abny
plund uie uoyab pemislowered wapal nz :abuswpjund sje apelan)

Bunpuiqiep
aJeuoboyuo

Pund usp
wn [a6ny] uagoib pusbnuab Jauie yw usp
-BJaK) JIBP UOA apundiuydsg Jap pundmin

Bunsanuau pun Buniyory ‘@bue Hw [1I8)d S[e Jopeasbunpuiqian
plund uie uoyab pemislewered wapal nz :abuswpjund s|e apelarn)

aJeuoboyuo

[9Bnyuyniag Pungd usp wn [abny| uagoib pusas
Jaule snipey -sed Jauid uoA apelax) alp ue pundiyniag
ualop 1omz iny BunBuipagsieljeuoboyuQ :pnpoidieeys . 9SaIp 19pIBuUYIs Jeyog Jap apelar) au

-19 Inu ‘puIs uspelaxr) uauaqebab inz euoh
-OYHO0 3Ip ‘Plund Usp Yyainp Jeyosuapelar)

BunianuauQ pun

Bunjyory ‘@bue 1w |18}d S|e uspelar) Jauis Jopeasbuniyoly
SlopjeAuseWION Sap Bunwwnsag Inz pinpoidiopen/-ees
JopjaausewoN wnz [euoboyuo puis auaql Jap uapjund

I9MZ UOA UBJOPBASBUNpPUICIBA 8]y :2uag3 Jauld WIOoJud|eWION

Bunpuiquep
ajeuoboyuo

JByluS 8pEISY pun Pund aIp ‘dusqy
uabiusa[iop JOPOAUS[BWION WNZ Yyone sje
uapelax) Inz reuoboyuo Jyomos apelahio

Bunianuau pun Buniyory ‘@bue Hw |18)d S[e Jopeasbunpuiqian
plund uie uoyab pemislewered wapal nz :abuswpjund sje apelan)

aJeuoboyno

9YQH
pun abugjualidag UOA PNPOId Sie wwelbos|eled jeyuiusyoe| BUNpUIGISA pJim Juuedsabine Jopan
ue swwelibojs|jeied sap jeyuiuayoeld 1q16 Besag :pinpoidiopep m_mcommsto -sBunpuigJap usuie pun -sbuniyoly usuie
Bunianuau pun Buniyoly ‘ebue Hw ajIv}d S|e apund younp sep ‘sswwelBojg|eied sauie ayoH
1a1omz JopeAsBunpuIgqIaA pun uspelar) Jauld JopeAsBuniyoly
JopjaausiewloN wnz [euoboypuo puis auaql Jap uapjund
I9MZ UOA UBJIOPBASBUNpPUIQIBA 8]V :8uaq3] Jauld WIojusewIoN Bunpuiglap uapelan) Jap Jw Hundpuyos ‘pund

Uap Yyoinp uspelar) Iz 8usga[ewloN

19Uploabnz siopjeasbunpuigiap sap

abue alp pJim pamialeweled wapar :Bueyuswwesnz Jajeuoipund
lapo

ualop 1omz iny BunBuipagsieljeuoboyuQ :pnpoidieeys

Bunianuau pun Bunyory ‘@bue Hw |18)d S[e Jopeasbunpuigian
pund uie uoysb pemisiawered wapsl nz :abuswpjund s|e apelarn)

Bunpuiqiep
21s9ZINy

Bunpuiqiep
aleuoboyuo

siopjansbunpuigqla uslsaziny sap abue

UNepaA uspelay) unz [euoh
-oyuo Jap ‘siopaasbunpuigiap sep abue

Tab. 1: Strategien bei der Abstandsbestimmung Punkt-Gerade — Bezug zu Grundvorstellungen (GV)
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Arbeitsblatt

Abstand eines Punktes von einer Geraden — Strategien gesucht!

Ausgangssituation: Gegeben ist ein Punkt P und eine Gerade g
in einem rédumlichen Koordinatensystem.

Problem: Wie kann man vorgehen, um den Abstand des Punktes

P zur Geraden g zu bestimmen?

Aufgaben

a) Sammeln Sie in Ihrer Gruppe Ideen, wie man den Abstand bestimmen kénnte.
Welche geometrischen Objekte (zum Beispiel Punkt, Vektor, Gerade, Ebene, Dreieck,
Viereck, Kugel) kénnen dabei helfen?

£

fiir Schritt.

Entwickeln Sie eine Strategie zur Abstandsbestimmung und beschreiben Sie diese Schritt

c) Fihren Sie die entwickelte Strategie rechnerisch am Beispiel des Punktes P(1|2|3) und der

Geraden g durch.

o))

Hilfestellungen (zum Ausschneiden)

Idee: Senkrechte Verbindung

} * Wahle einen allgemeinen Punkt Q
auf g! Er héngt noch von tab.

! Der Verbindungsvektor PQ soll
senkrecht zu g sein!

i ¢ Das Skalarprodukt kann helfen!

! Idee: Hohe im Parallelogramm
'« Ein Verbindungsvektor von P zu g
spannt mit einem Richtungsvektor
von g ein Parallelogramm auf.
Hat man den Flacheninhalt und
eine Seitenlénge, so kann man
die Héhe im Parallelogramm

1 bestimmen!

‘ * Das Vektorprodukt kann helfen!

Idee: Beriihrkugel
i o Finde eine Kugel mit Mittelpunkt P,
! die g beriihrt!

|« Der Radius r dieser Kugel muss so |
| ! o Der Mittelpunkt dieser beiden

gewahlt werden, dass es nur einen
Schnittpunkt mit g gibt.
!« Wissen iiber quadratische

! Idee: Kiirzeste Verbindung
!« Wahle einen aligemeinen Punkt Q

auf g! Er héngt noch von t ab.

! o Der Verbindungsvektor PQ soll

moglichst kurz sein!

i« Eine quadratische Funktion kann

helfen!

i Idee: Hilfsebene :
Finde die Ebene, die P enthalt und

senkrecht zu g verlauft!
In dieser Ebene kann ein weiterer

Punkt bei der Abstandsbestimmung '

helfen!

Idee: Normalenvektor
i » Die Ebene, die P und g enthalt, hat

einen Normalenvektor.

i » Ein Verbindungsvektor von Pzug, !
| ® Diejenige Gerade der Schar, die g

soll senkrecht zu dem Normalen-
vektor und zu g sein!

i » Das Skalarprodukt kann helfen!

| Idee: Geradenschar
® Es gibt eine Schar von unendlich

vielen Geraden durch P, die senk-
recht zu g verlaufen.

schneidet, kann bei der Abstands-
bestimmung helfen!

Idee: Kugelschnittpunkte ;
i o Finde eine Kugel mit Mittelpunkt P, !
! dievon g in zwei Punkten getroffen :

wird!

Punkte kann bei der Abstandsbe-

stimmung helfen!

! Idee: Orthogonalisierung

o Ein Verbindungsvektor # von Pzu
g kann in einen zu g parallelen und .
einen zu g orthogonalen Anteil zer- ,

legt werden: ¥ = 7| + 7,

i« Istii ein Richtungsvektor von g, so |

gilt:
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Gleichungen kann helfen!

!« Der Vektor 7, kann bei der
Abstandsbestimmung helfen!

dann mittels Division des Flacheninhalts
durch die Lénge des verwendeten Rich-
tungsvektors.

Die Bestimmung einer Lotgeraden in
Strategie 5 ist rechnerisch eher umstind-
lich. Fiir die Lernenden ist es aber hiufig
naheliegender, die Ebene zu betrachten,
in der Punkt und Gerade liegen, anstatt
die bei Strategie 3 beschriebene Hilfse-
bene. Hat man fiir erstgenannte Ebene et-
wa die Parameterform bestimmt, so miis-
sen nun zwei Mal orthogonale Vektoren
bestimmt werden: Zunichst ein Norma-
lenvektor der Ebene und anschlieflend ein
Richtungsvektor der gesuchten Lotgera-
den, die senkrecht zum Normalenvektor
und der gegebenen Geraden ist. Eine ty-
pische Fehlvorstellung lisst sich hier im
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Versuch erkennen, direkt einen ,,Norma-
lenvektor der Geraden zu finden, dessen
Richtung ja aber in der Raumgeometrie
nicht eindeutig bestimmt ist.

Strategie 6 ist letztlich eine aufwen-
digere Variante der dritten Strategie. Die
Geraden der betreffenden Schar bilden
die bei Strategie 3 beschriebene Hilfse-
bene, und die Parameterdarstellung der
Geradenschar ldsst sich als Parameterdar-
stellung dieser Hilfsebene interpretieren.

Ein vollig anderer Ansatz wird bei
den Strategien 7 und 8 verfolgt. Zu-
nichst wird eine Kugelgleichung mit
dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt
und einem allgemeinen Radius r aufge-
stellt. Setzt man die Geradendarstellung
dort ein, erhilt man eine quadratische
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Gleichung in dem Parameter der Ge-
raden, in der auch noch die Unbekann-
te r vorkommt. Bei 7 soll diese quad-
ratische Gleichung genau eine Losung
haben, weshalb r so berechnet werden
muss, dass die Diskriminante der qua-
dratischen Gleichung gleich 0 ist. Bei
8 dagegen bestimmt man fiir geniigend
groBes r zwei Schnittpunkte und dann
deren Mittelpunkt. Das Vorgehen bei
diesen beiden Strategien ist rechnerisch
aufwindig, aber dafiir einer geometri-
schen Vorstellung sehr gut zugénglich
(besonders bei 7).

Strategie 9 ist fiir Schiilerinnen
und Schiiler anspruchsvoll. Sie enthélt
die sehr allgemeine Idee des Gram-
Schmidt’schen Orthogonalisierungsver-
fahrens, das in der Hochschulmathematik
vielfiltige Anwendungen findet. Zentral
hierfiir ist eine tieferliegende Grundvor-
stellung zum Skalarprodukt: die Projek-
tionsvorstellung (vgl. Frohn 2020).

Fazit

Die Vielfalt der moglichen Herangehens-
weisen zeigt das grofe Potenzial, das in
einer Standardfrage wie der nach dem
Abstand von Punkt und Gerade steckt. Es
geht nicht nur darum, etwas auszurech-
nen, sondern die erarbeiteten Begriffe
und Methoden aus der vektoriellen Geo-
metrie mithilfe von Grundvorstellungen
anzuwenden und zu einer zielfiihrenden
Vorgehensweise zu kombinieren. Wel-
che der dargestellten Strategien auch im-
mer thematisiert werden — die Problem-
stellung ist ein lohnenswertes Beispiel
dafiir, was einen verstehensorientierten
Mathematikunterricht auszeichnet und
wie man sich dabei an Grundvorstellun-
gen orientieren kann. Denn schlielich
soll Mathematik verstdndlich unterrich-
tet werden — wie denn sonst?

Literatur

Frohn, D. (2020): Mehr als Orthogonalitat. Das
Skalarprodukt beziehungsreich anwenden
— mit Grundvorstellungen. - In: mathematik
lehren 218, S. 33-38.

Malle, G. (2005): Neue Wege in der Vektorgeo-
metrie. — In: mathematik lehren 133, S. 8-14.

vom Hofe, R. (1995): Grundvorstellungen ma-
thematischer Inhalte. Heidelberg u.a.:
Spektrum Akademischer Verlag.

vom Hofe, R. (2003): Grundbildung durch
Grundvorstellungen. - In: mathematik leh-
ren 118, S. 4-8.

mathematik lehren 223 | 2020



