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Strukturen als Basis
der Algebra

,Abstrakte Symbole, die nicht durch die
eigene Aktivitat des Kindes mit Sinn ge-
fiillt, sondern ihm von auBen aufgepragt
werden, sind tote und nutzlose Symbole.
Sie verwandeln den Lehrstoff in Hiero-
glyphen, die etwas bedeuten konnten,
wenn man nur den Schlissel dazu hatte.
Da aber der Schltissel fehlt, ist der Stoff
eine tote Last.”

(John Dewey, 1859-1953)

Nach einem Mathematikstudium ist der Blick fiir
algebraische Strukturen und das souverédne Um-
gehen mit algebraischen Objekten und Symbolen
— vor allem, wenn man gerne Mathematik treibt —
selbstverstindlich geworden. Anders sieht es aus der
Sicht der Schiilerinnen und Schiiler aus: Sie miis-
sen erst einen Zugang zu dieser neuen abstrakten
Welt und Sprache finden. Dabei ist es wichtig, sie
von Beginn an gut zu unterstiitzen und die Algeb-
ra mit Bedeutung zu fiillen. Es gilt, eine gute Fun-
dierung zu schaffen fiir die spiteren Themen, in de-
nen Algebra unerldsslich ist. Dazu gehoren fast al-
le Inhalte der Schulmathematik (und dariiber hin-
aus), denn das Nutzen von Variablen und Termen ist
ein zentrales Instrument beim Mathematik treiben,
beim Modellieren und Problemlésen mit Termen,
in jeglicher Funktionenlehre und Analysis oder in
der Geometrie zum Bezeichnen und Berechnen von
Grofen. Den Zusammenhang zwischen zwei Gro-
Ben in einem Term oder in Formeln auszudriicken,

er6ffnet zudem die Moglichkeit, im wahrsten Sin-
ne des Wortes variabel mit diesem Zusammenhang
umzugehen: Wer die Faustformel fiir den Bremsweg
(sBmmswcg = (IL 2\ kennt, kann schnell iiberschla

gen, ob der Abstand zum Vorderfahrzeug ausrci

chend sicher ist.

Das Finden einer Formel erfordert, Strukturen zu
erkennen: Wie hiingen die einzelnen GroBen vonei-
nander ab? Welche GroBe verindert sich wie? Hier-
zu werden einzelne (konkrete) Situationen genauer
betrachtet. Genau dieser Ubergang von konkreten
hin zu variablen Werten ist ein wichtiger Lernschritt
zum Verstehen algebraischer Objekte. So ist die Al-
gebra auch entstanden: Als verallgemeinerte Arith-
metik findet sich die ,,algebraische Methode* erst-
mals im Buch Arithmetica, einem Lehr- und Aufga-
benbuch des antiken Mathematikers Diophant von
Alexandrien. Die Sprache der Algebra ermoglicht
Abstraktion. Daher hat sie eine enorme Bedeutung.

Variablen in ihren verschiedenen
Bedeutungen

Um Mathematik zu lernen, miissen Schiilerinnen
und Schiiler Vorstellungen davon entwickeln, wel-
che inhaltliche Bedeutung mit dem jeweiligen ma-
thematischen Begriff oder Konzept verbunden ist
(Blum u.a. 2004, S. 145). Hier setzt die Idee der
,,Grundvorstellungen® (vom Hofe 1992, im engli-
schen ,,concept image*) an, welche die tragfihigen
Vorstellungen, die man zu cinem Begriff entwickelt,
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bezeichnet. Rudolf vom Hofe sieht in Grundvor-
stellungen die Briicke zwischen den individuellen
Vorstellungen der Lernenden und der konsolidier-
ten Mathematik (vom Hofe 1992). Die Orientierung
an Grundvorstellungen ist auch bei der Einfiihrung
von Variablen hilfreich. Sie spielen in der Mathema-
tik bei genauer Betrachtung sehr unterschiedliche
Rollen: Die Variable als allgemeine Zahl, als Unbe-
kannte oder als Verinderliche.!

In der fachdidaktischen Literatur werden als
Grundvorstellungen héufig nicht nur die hier ge-
nannten Rollen aufgefiihrt, sondern auch verschie-
dene Aspekte wie Einsetzungsaspekt, Kalkiilaspekt
und Gegenstandsaspekt benannt (Malle 1986). Mit
diesen Aspekten hat Giinter Malle verdeutlicht, in
welch vielfiltiger Weise man mit Variablen umge-
hen kann. Sie zeigen, wie wichtig es ist, passend zur
Frage die Variable richtig zu deuten und zu iiber-
legen, was man mit Variablen fun kann: Man kann
Werte einsetzen, man kann mit den Variablen rech-
nen und die Variablen werden als Gegenstand oder
als Objekt verwendet, um damit Situationen und
Zusammenhinge zu beschreiben und umzudeuten
(Tab. 1). Der Beitrag Weil Umformen oft nicht reicht ab
S. 20 in diesem Heft greift dies auf.

Wie wichtig es ist, das Verstidndnis fiir den Um-
gang mit Variablen aufzubauen, zeigen die unserer
Erfahrung nach relativ hohen Fehlerraten bei fol-
gender Aufgabe:

— Wie kann man ,,die Hiilfte der Zahl a“ schrei-
ben? Kreuze an, ob die Antwort richtig ist.

- Ja[[] Nein[]
a—% Ja[[] Nein[]
%~a Ja[[] Nein[]
a-3 Ja[[] Nein[]
0,5-a Ja[[] Nein[]
a:y Ja[] Nein[]
%a Ja[[] Nein[]

Gleichheit und Gleichwertigkeit:
Der Aquivalenz Bedeutung geben

Gleichwertigkeit vielfaltig erfahren

Mit Variablen lassen sich mehrere strukturgleiche
Situationen (oder ein Zusammenhang) durch einen
algebraischen Term allgemein beschreiben. Dabei
konnen durchaus verschiedene Terme entstehen, die
dasselbe korrekt beschreiben. Hier ein Beispiel:

— Aus Holzchen wird eine Reihe aneinander
liegender Quadrate gebildet:

N

Wie viele Holzer braucht man fiir 4, fiir 50,
fiir n Quadrate? Notieren Sie einen Term.
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Fertig? Dann bléttern Sie zu Seite 4 und vergleichen

Sie Ihren Term mit denen in Abb. 1. An diesem Bei-

spiel kénnen Schiilerinnen und Schiiler die Kraft der

Terme auf zweifache Weise erleben:

 Eine Situation kann mit unterschiedlich ausse-
henden Variablentermen beschrieben werden.

e Beim Einsetzen konkreter Werte in diese Variab-
lenterme erhilt man stets das gleiche Ergebnis.
Diese beiden Titigkeiten sind eine wichtige Briicke,
um die Gleichwertigkeit (Aquivalenz) von Termen
mit Inhalt und Bedeutung zu fiillen, bevor es dar-
an geht, die Gleichwertigkeit durch Umformen zu
zeigen. Letzteres ist spatestens dann wichtig, wenn
die Rechengesetze eingefiihrt und begriindet wer-
den. Es gibt also drei Aspekte der Gleichwertigkeit
von Termen (vgl. auch Zwetzschler/Prediger 2013):
e Beschreibungsgleichheit: Zwei Terme beschrei-
ben das Gleiche; z.B. dasselbe Bild, dieselbe

Situation.

e Einsetzungsgleichheit: Der Wert der Terme ist
gleich, wenn man die gleichen Zahlen einsetzt.

e Umformungsgleichheit: Durch Umformen erhilt
man das Gleiche, d.h. man kann kalkiilhaft von
einem Term zum anderen gelangen.

Welche Bedeutung hat das Gleichheitszeichen?

Schon in der Grundschule gehen die Kinder mit
Gleichungen und dem Begriff der ,,Gleichheit* um —
lange bevor das Thema in der Sekundarstufe syste-
matisch aufgegriffen wird: Wer eine Rechnung der
Art 3 + 5 =[_]16st, arbeitet bereits mit Unbekannten.
Hier wird das Gleichheitszeichen als Rechenauffor-
derung gebraucht. Bei der Aufgabe 3+[ | =8 wird
Riickwartsrechnen notwendig. Hier miissen Lernen-
de also umdenken und das Gleichheitszeichen ist

—@& WISSENSWERT

Bedeutungen des Gleichheitszeichens

Aufforderung zum Rechnen
24:4-3=

Relationszeichen (Beschreiben einer Beziehung)

e als Bedingung, um eine Unbekannte zu bestimmen
(Gesucht istx mitx? + x—6 = 0.)

e als Zusammenhang zwischen GréBen
A = 112 (@ + ) - h; K, = K, (1 + p/100)"

e zwischen gleichwertigen Termen (formale Gleichheit)

x-2)-x+3) =x+x+6

Definitionszeichen (Setzung, normative Deutung)

Zum Definieren eines neuen Objekts

einer neuen Variablen a := 2b, einer Funktion f(x) := 2x + 1,
einer neuen GréBe sin(c) := Gegenkathete/Hypotenuse usw.




...und was man mit Variablen in den verschiedenen Rollen tun kann (Aspekte)

Man kann Werte dafir

Man kann damit rechnen

Man nutzt sie, um damit etwas

einsetzen (Kalktlaspekt) zu beschreiben
(Einsetzungsaspekt) (Gegenstandsaspekt)
Variable als Es kdénnen beliebige Zah- v Mathematische Zusammen-
allgemeine len eingesetzt werden. hange (z. B. geometrische For-
Zahl meln, Rechengesetze usw.).
5 Beispiel: Setze Zahlen ein, um das Nutze das Gesetz bei Das Gesetz beschreibt die
g a+b=b+a | Gesetzzu iberprifen. einer Termumformung Kommutativitét der Addition.
E = Variable als Nur das Einsetzen der v In Situationen, bei denen ein
o o Unbekannte Lésungswerte erflllt die unbekannter Wert gesucht ist.
& 5 Gleichung.
25
S B | Beispiel: Lésung finden durch Lésung finden durch Gesucht ist die Zahl, deren
'>15 _% ox—1=x+3 | Systematisches Probieren: | Umformungen: Doppeltes um eins verringert
e c 2:2-1=2+3f 2x—1=x+3 |-x genau so groB ist, wie die Zahl
268 2:3-1=3+3f x-1=3 |+1 um drei erhoht.
g*‘ 2:4-1=4+3r Xx=4
&
o Variable als Die Werte der Definitions- v Unabhéangige und abhéangige
o Veranderliche menge kénnen eingesetzt GréBen, die in Beziehung zu-
werden einander stehen.
Beispiel: Zu einem gegebenen Beziehung zwischen einer un-
f(x) = 2x+3 D=R f(x)-Werte einen x-Wer- abhéngigen GréBe x und
te bestimmen (z. B. Null- einer davon abhéngigen
stellen). GréBe f(x) wird beschrieben.

Tab. 1: Verschie-
dene Rollen von
Variablen und
welche Handlun-
gen man jeweils
damit vollzieht.

Abb. 1: Je nach
Blick auf dieselbe
Situation entste-
hen unterschied-
liche Terme,

die denselben
Zusammenhang
beschreiben

nicht mehr nur ein ,,Rechenaufforderungszeichen®.
Es driickt eine Beziehung zwischen zwei Termen
aus — ,,sie sollen gleich sein“. So auch bei der Form:
3 + 5 =[] + 6. Hier muss die Gleichwertigkeit auf
beiden Seiten des Gleichheitszeichens erzielt wer-
den. In der Grundschule stellt diese Erweiterung der
Bedeutung des Gleichheitszeichens (Beschreiben
einer Beziehung und Finden der Unbekannten) eine
neue Schwierigkeit dar (s. Untersuchungen von Ali-
bali u.a. 2007, S. 236, McNeil u.a. 20006, S. 380):
Nur wenige Schiilerinnen und Schiiler knnen Auf-
gaben wie 3 + 5 =[]+ 6 korrekt losen.

Fiir uns Lehrerinnen und Lehrer ist es wich-
tig, die unterschiedlichen Bedeutungen des Gleich-

heitszeichens (Kasten 1, nach Prediger 2008, Barzel/
Holzépfel 2011) zu kennen. Zum cinen gelingt es
leichter, diese Auffassungen in Schiilerdulerungen
wahrzunehmen und bei Fehlvorstellungen gezielt zu
handeln. Zum anderen knnen wir durch entspre-
chende Aufgaben Probleme im Lernprozess redu-
zieren (vgl. Mathwerkstatt 8, S. 210):

» Das Gleichheitszeichen hat mehrere Funktionen:
s kann zum Rechnen auffordern: 6 + 5 = ...
Lis kann die Gleichwertigkeit von Termen zeigen:
a+b=>b+a
Es kann zum Losen einer Gleichung auffordern.
Dann ist ein Wert fiir die Variable gesucht, so-
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dass sich eine wahre Aussage ergibt: 2x+3=7.
Wofiir steht hier jeweils das Gleichheitszeichen?
1) 5=2-¢ (2) 3(a-b) =3a-3b
(B3)3x+6=x @) 2a+3a-=

5) 2x+5y+6=5+4y+2x +y+1

Wozu fiihrt es, wenn ...? Typische Fehler

Eine Forschergruppe um Kaye Stacey (Melbourne,
Australien) konnte durch einige Studien eine Rei-
he von Fehlern und Fehlvorstellungen in verschie-
denen Themenbereichen identifizieren (Steinle u. a.
2009). Daraus entstand der SMART-Test (specific
mathematics assessment that reveal thinking), ein
Diagnosetest fiir die Inhalte der Sek.I (unter an-
derem auch fiir Algebra). Der Test nutzt den Com-
puter, um Muster in den Schiilerantworten zu fin-
den — dies ist fiir Lehrpersonen in dieser Komple-
xitdt nicht leistbar. Findet der Rechner Fehlvorstel-
lungen, erhalten die Lehrkréfte eine entsprechende
Riickmeldung. Einige der ersten Testfragen zur Al-
gebra wurden von Judith Blomberg iibersetzt und
fiir die beiliegende Mathe-Welt zusammengestellt.

Probleme bei der Verwendung von Variablen

Viele Fehlvorstellungen zur Bedeutung von Variab-

len lassen sich im Detail benennen:

 Fiir einen Buchstaben werden verschiedene
Werte zugelassen
Beispiel: x + x = 12 wird zu 10 + 2 = 12. Dies
konnte an der allgemeineren Platzhalter-Schreib-
weise aus der Grundschule A + A = 12 liegen,
bei der unterschiedliche Zahlen in das gleiche
Symbol A eingesetzt werden konnen.

e Gleiche Werte fiir verschiedene Buchstaben
werden abgelent
Fiir gleiche Buchstaben werden immer gleiche
Werte eingesetzt — wie bei einem Code, bei dem
jeder Buchstabe fiir eine anderen Zahl steht.

o, Fruchtsalat-Algebra*“
Variablen werden nicht durchgingig als Zahlen-
werte, sondern als Abkiirzung verwendet. Vari-
able werden als Gegenstidnde und Koeffizienten
als Losung interpretiert. Beispiel: 3b steht fiir 3
Bananen. Das fiihrt zu Problemen, wenn Terme
zu Sachsituationen aufgestellt werden oder beim
Verstiandnis von Termen wie 2a - 3b. Hier hilft
es, Wortvariablen zu vermeiden, d. h. als Variab-
le nicht den Anfangsbuchstaben des zu zéhlen-
den Objektes zu wihlen und sprachlich sauber
zu formulieren: ,,x steht fiir die Zahl der Apfel“.

e Der Position des Buchstabens im Alphabet wird
eine Bedeutung zugeschrieben
Beispiele: Die Position im Alphabet entspricht
dem Wert der Variablen, z.B. d = 4. Aufeinander-
folgende Buchstaben bedeuten aufeinander fol-
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gende Zahlen. Weil a vor ¢ kommt, muss auch
der Wert von a kleiner als der Wert vom c sein.
Fiir x + y = 7 wird als (einzige) Losung von x = 3
und x = 4 akzeptiert, x = 6 und y = 1 nicht, usw.

Probleme beim Aufstellen und Umformen von Termen

» Fehlkonzepte in der Geometrie
Beispiel: Terme zu geometrischen Figuren wer-
den falsch aufgestellt, weil die Begriffe Umfang
und Fldcheninhalt nicht klar sind.

e Variable ist immer der Minuend
Beispiel: Subtraktionsterme werden stets so ge-
bildet, dass die Variable der Minuend ist, etwa
,»x Personen weniger als die angemeldeten 25
Teilnehmenden® wird zu ,,x — 25

o Vertauschen der Reihenfolge bei der Subtraktion
Beispiel: ,,5 Euro weniger als der urspriingliche
Betrag x*“ wird zu ,,5 — x*“. Hier kann auch eine
Wort-fiir-Wort-Ubersetzung vorliegen.

e Verwechseln von Koeffizienten und Exponenten
Beispiel: x* und 4x wird verwechselt.

e Bestimmen der falschen Grofie
Beispiel: Berechnen des Umfangs von Figuren
anstelle des Flacheninhalts.

Probleme beim Umformen von Termen
e Falscher Umgang mit Klammern
Beispiel: 8(a + 3) wird zu 8a + 3.
e Nur numerische Ergebnisse werden als End-
ergebnis anerkannt
Beispiel: ,,2a" ist keine Losung.
o Weglassen von Teiltermen beim Ausmultiplizieren
Beispiel: (x +3) (x + 7) = x* +21
e Teilterme werden nicht zusammengefasst
Beispiel: (x + 3) (x + 7) =x* + 7x + 3x + 21 ohne
weiteren Schritt zu x* + 10x + 21.
o Weglassen der Rechenzeichen + und —
Beispiel: ,,35 ist ja auch 30 + 5
Ursache kann die Ubertragung der Konvention
sein, dass bei der Multiplikation mit Variablen
das Malzeichen weggelassen werden kann.
Manche Schiilerinnen und Schiiler hadern auch mit
Konventionen: Koeffizienten werden den Variab-
len nicht vorangestellt oder das Multiplikationszei-
chen bei Produkten mit Variablen nicht weggelas-
sen. Das ist nicht weiter schlimm — letzteres kann
auch helfen, Ubertragungsfehler zu vermeiden. Teil-
weise treten auch Unsicherheiten beim Umformen
von Termen mit einem Bruch als Koeffizienten auf.
Soist]a=4%=a:2 nicht allen klar.
Probleme beim Aufstellen und Losen von Gleichungen
e Gleichung beschreibt den arithmetischen Prozess
Mit der Gleichung wird der Losungsweg darge-
stellt x = (60 — 12 — 15) : 3 anstelle des Zusam-
menhangs x + (x + 12) + (x + 15) = 60. Das funk-
tioniert nur bei liberschaubaren Gleichungen.




einflihren)

Terme:

Arithmetische Terme und ihre
Gleichwertigkeit

Vorstellungen Beispiel Kognitive Aktivitat
Grundschule |5/6
Variablen .. ,Fulle die Licke.” Vorwarts und riickwarts rechnen
... als Unbekannte 3+4=0 5/6 + O/4 = O/12 (Umkehraufgaben)
(,Platzhalter®) 3+0O=7 /3 +0/2 =1 Passende Zahlen finden, um Gleich-
3+4=0+5 heit von Termen zu erzeugen.
... als Veranderliche »Rechne im Kopf und setze fort.” Systematisches Verandern einer Zahl
© 2-5=00 023-10 = in Rechnungen
o
g 4-5=0 0,23 -100 =
= 6-5=0 0,23 - 1000 =
% ... als allgemeine Zahl »Wie viele Punkte | ,Wie viele Punkte sind Strukturen erkennen und beschrei-
-5 sind an der an der ben; Weiterdenken (,an der n-ten
% 10. Stelle?“ x-ten Stelle?” Stelle”; Buchstaben als Platzhalter
S
(O]

»Finde mehrere Wege,

diese Punkte geschickt zu zahlen.*

Systematisch zahlen,
Situationen beschreiben,

Beschreibungsgleichheit entdecken,

000000 @eccee) ©00009
000000 Em_'“% =(@0©00@0 | Gleichwertige Terme zum Formulie-
000000 .3'(: :_.2). _ ;_.4.: ren von Rechengesetzen entwickeln.

Tab. 2: Die Reise
beginnt in der
Grundschule ...

e Falsches Formalisieren von Abhdingigkeiten
Bei GroBen, die voneinander abhéngen (mehr/
weniger, groler/kleiner als x) wird z.B. die Re-
ferenzgroBe als Einheit verwendet (im Beispiel
oben 12x statt x + 12) oder aus ,,12 mehr als x*
wird nur ,,+ 12 (x + 12 + 15 = 60).

o Vereinfachungsfehler
Diese beruhen oft auf Fehlvorstellungen bei Ter-
men. Beispiel: Bei ax = b wird a von b subtra-
hiert, statt durch a zu dividieren. Dies konnte an
einer Interpretation von ax als a + x oder in der
ﬁbersetzung der Formulierung ,,a wegnehmen*
begriindet sein.

Grundsitzlich ist es wichtig, die auftretenden Fehler
zu benennen und zu besprechen: Anhand verschie-
dener Visualisierungen kann die Struktur der Terme
und die Bedeutung der Variablen erldutert werden.
Dabei hilft es oft, konkrete Zahlenwerte einzuset-
zen, um etwa falsche Umformungen zu erkennen. In
Sachsituationen werden Fehler oft von einer Bedeu-
tungsebene her erkannt. So konnte fiir Anna die Ver-
bindung mit einer inhaltlichen Vorstellung hilfreich
sein, wenn sie meint: ,,2 + a, 2a, a? ... das soll im-
mer was anderes sein? — Das ist mir zu kompliziert
... “ Sihe sie a als die Léange einer Seite, dann wiirde
2a eine Verdoppelung der Liange bedeuten wihrend
a? den Flacheninhalt beschreibt. 2 + a konnte gut
von 2a abgegrenzt werden, ebenso wiirde deutlich,
dass 2 und a nicht zusammengefasst werden kann,
wohl jedoch a + a. Eine gute Fehlerbesprechung
geht also tiber die reine symbolische und syntakti-
schen Ebene (bloBes Nennen von Regeln) hinaus.

Algebra lernen: Wege und Prinzipien

Verstandnis aufbauen

»Inhaltliches Denken vor Kalkiil“ (Prediger 2009)
lautet ein didaktisches Prinzip — wobei es nicht da-
rum geht, ohne Kalkiil auszukommen, denn diese
Fertigkeit bleibt ein wichtiges Ziel des Algebraun-
terrichts. Vielmehr geht es um den Weg dorthin, der
nicht zu einem sinnentleerten Hantieren mit Vari-
ablen und einem blofen Rezept-Lernen mutieren
darf, sondern mit Bedeutung und Verstindnis erfol-
gen sollte. Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen,
wozu man Variablen, Terme und Gleichungen iiber-
haupt braucht. Alleine der Verweis auf den spiteren
Mathematikunterricht reicht nicht zur Sinnstiftung.
Deshalb ist es immer wieder wichtig, durch ver-
schiedene Handlungen und Darstellungen die Mog-
lichkeit zu schaffen, die Idee des Kalkiils zu verste-
hen. Dabei spielen die kognitiven Aktivitdten Ver-
allgemeinern, Abstrahieren, Strukturieren, Darstel-
len, Konstruieren und (Um-)Deuten eine wichtige
Rolle (Fischer u.a. 2010, S. 4).

Die Schiilerinnen und Schiiler lernen also, Va-
riablen, Terme und Gleichungen in ihrer Bedeu-
tung so zu verstehen, dass sie damit souverén agie-
ren konnen — einerseits im Rahmen von Modellie-
rungen, d.h. beim Beschreiben und Bearbeiten von
Problemen in Sachsituationen, andererseits im Rah-
men innermathematischer Fragen, etwa wenn es da-
rum geht, Terme umzuformen, Gleichungen zu 16-
sen oder Regeln zu finden. Souverin agieren heifit
fiir das Innermathematische wie das Auflermathe-
matische einen strukturellen Blick auf Terme und
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Gleichungen zu nutzen, mit dem geschicktes Zu-
sammenfassen und Berechnen als effizienter Weg

erkannt und erméglicht wird.

Aufbau iiber die Jahrgénge

Um algebraisches Denken nachhaltig zu vermit-
teln, empfiehit es sich, den Gang der Algebra tiber
die Jahrgidnge hinweg zu denken (Stacey 2011). So
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kann man gezielt an Vorheriges ankniipfen und die
nachfolgenden Inhalte vorbereitend im Blick behal-

ten. Der grobe Uberblick in Tah. 2 und Tah. 3 stellt die
einzelnen Teilthemen in einen groBeren Zusammen-
‘hang. Der sukzessive Aufbau von Vorstellungen und

Bedeutungen beginnt bereits in der Grundschule,
wenn der Ubergang von arithmetischen zu algebra-
ischen Termen durch ,,Platzhalter” und durch syste-

Tab. 3: ... und
wird in der Sek. |
weitergeflhrt

| Vorstellungen | Beispiel(-Aufgabe) Kognitive Aktivitat ,
| Variable ' Modellieren mit Zahlentermen: Terme aufstellen, um Situationen zu be-
... als allgemeine Zah!  Wie viel Euro kosten der Musikunterricht schreiben
o und die Fahrt dorthin pro Woche? 10+2
i.g ' Wie viel ist das in einem Monai? 4- (10+2)
0 - Warum muss man hier Klammern setzen?
Welche Kosten kommen durch die Anmel-
degebihr noch dazu? (4-(10+2))+20
Sind hier alle Klammern wirklich notwendig?
| Variable - Modelfieren mit Variablen: Sich verandernde Situationen mit Termen
+ | - als allgemeine Zahl Micha will ein E-Bike kaufen. hn interessie- | beschreiben; dazu Variablen nutzen.
L ren Preis, Akku-Reichweite, Akku-Lebens- N
. .| Terme dauer. Um Angebote zu vergleichen, legt er Tabellenkalku!ation unterstitzt mit dem
’ g Algebraische Terme eine Excel-Tabelle an. Es gibt Felder, deren | Zellbezug, der in Formeln eingebunden
Werte er verdndern mochte (Preis, Kilome- wird, die Vorstellung der Variablen als all-
terzahl pro Jahr) und Felder, in denen sich | 9émeine Zahl in einem Term
die berechneten Werte (Gesamtkosten)
dann automatisch andern.
Variable ~Erfinde verschiedene Geschichten zu dem | Unterschiedliche, strukturgleiche
... als allgemeine Zahl Term 12x + 50.° Situationen mit einem algebraischen Term
' Taschengeld pro Jahr: Julia bekommt mo- | beschreiben.
Terme . : 1 natlich einen bestimmten Betrag und zum ‘
... und ihre Gleichwertigkeit | Geburtstag 50€. Terme auf ihre Gleichwertigkeit prifen
Der Basispreis bei einem Mietwagen kostet | (Beschreibungsgleichheit und Einset-
50€ pro Tag; fir jeden gefahrenen km wer- zungsgleichheit zum Vorstellungsaufbau
den zudem 12c¢t. berechnet. nutzen)
Terme Beim Aufbau funktionalen Denkens: Bezichungen zwischen unabhéngigen
... beschreiben verénderliche | ,Beantworte mit Graph, Tabelle und einer | und abhéngigen Variablen in verschiede-
® | Situationen (Funktionsterme) | Rechnung: Ein neues Haar wachst taglich um | nen Darstellungen beschreiben (sprach-
~ 0,3mm. Wie lang ist es nach drei Jahren?* lich, graphisch, tabellarisch und alge-
| Variable Parameter erkennen: braisch)
- | ... als allgemeine Zahl S0 =mx +b. Was bedeuten m, x und b?“
‘| Gleichungen Finde den x-Wert zu einem gegebenen Werte fur Variablen finden, damit ver-
... aufstellen y-Wert: schiedene Terme den gleichen Wert
LEin Ball kostet 2€. Wie viele Bélle kannst haben
Variable du fir 16€ kaufen?” Gleichungen auf verschiedenen Wegen '
... als Unbekannte Term1:2x + 8 Term-2: 6x F 4 l6sen: z. B. systematisches Probieren /
Bestimme die Stelle, an der die Werte Rickwartsrechnen / grafisch / aquiva-
Gleichungen gleich sind. Erstelle dazu eine Tabelle und lentes Umformen
... |Gsen zeichne die Graphen. Uberpriife dein Er- Einen gemeinsamen Wert finden durch
gebnis durch Einsetzen in den Term. schrittweises Umformen einer Glei-
chung.
algebraische Objekte und Vergleich: Abhangigkeiten durch Terme beschrei- '
© | Symbolik nutzen, z.B. in der | Was beschreiben diese Terme? ben; Terme interpretieren
& | Geometrie, bei Funktionen aj2x+2y byx2.y )T x2
drn-2.-x dnrn-xy e183-x-y-z
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matische Variationen von Aufgaben angebahnt wird.
Dabei werden Vorldufervorstellungen zur Variable
als Unbekannte und Verédnderliche aufgebaut. Auch
das Gleichheitszeichen wird bereits in verschiede-
nen Deutungen genutzt.

Die Idee der Variable als allgemeine Zahl wird
ebenfalls schon in der Grundschule vorbereitet,
wenn Folgen von Punktmustern beschrieben wer-
den und nach der Anzahl der Punkte an einer belie-
bigen Stelle gefragt wird. Die Frage ,,Wie geht es
weiter? zielt darauf ab, die Variable als Verinder-
liche zu sehen und die Muster dahingehend zu un-
tersuchen, was jeweils dazu kommt (z.B. ,,immer
plus 3“) — ausgehend von einer bestimmten Start-
zahl. Das Strukturieren und Abstrahieren wird be-
reits hier eingeiibt.

Das Modellieren mit Variablen, also das allge-
meine Beschreiben strukturgleicher Situationen mit
Hilfe eines algebraischen Terms, sollte gut einge-
bettet sein in kontextuelle Erfahrungen.'! Dabei ist
eine Tabellenkalkulation ein sinnvolles Medium:
Zunichst werden Zahlenwerte in die Zellen einge-
tragen. Diese Zellen werden dann zum Aufstellen
von Formeln und weiteren Berechnungen genutzt;
sie fungieren also als Variable im Sinne einer allge-
meinen Zahl, je nach Fragestellung auch als (abhén-
gige) Variable im Sinne einer Verznderlichen:

Jx

=C5/10+E5+F5*0,06*1,9

Fiir den sukzessiven Aufbau der Algebra iiber die
Jahrgidnge hinweg ist es sinnvoll, das Losen von
Gleichungen erst nach der Behandlung der (linea-
ren) Funktionen zu erarbeiten. Im Zusammenhang
mit funktionalen Betrachtungen erdffnen sich vie-
le authentische und sinnstiftende Kontexte, die das
Aufstellen und Losen von Gleichungen plausibel
und nachvollziehbar — und nicht zuletzt auch gra-
fisch veranschaulichbar — machen.

Wohin geht die Reise?

Durch vielfiltige Zuginge zur Algebra (in den Ge-
bieten Variablen, Terme und Gleichungen) erfahren
die Lernenden, wie wirkmichtig die Algebra ist. Ein
genaues Nachfragen bleibt wichtig: Viele Schiile-
rinnen und Schiiler konnen ihr Vorgehen zwar be-
schreiben, jedoch zeigt sich oft, ,,dass aber hinter
ihren Worten keine klaren Vorstellungen iiber die
durchzufiihrenden Handlungen stecken (vgl. Mal-
le 1993, S. 181). Dann helfen konkrete Situationen,
Bedeutung aufzubauen, um sukzessive in eine Ver-
allgemeinerung zu wechseln. So ist es sinnvoll, Zu-
sammenhénge und Beziehungen zunichst an kon-
kreten Beispielen erfahrbar zu machen (und dabei
sollte auch systematisch an die Erfahrungen aus
vorherigen Schuljahren, insbesondere auch an die
Grundschule, angekniipft werden).

Da sich sidmtliche ,,Themenbereiche des Algebra-
unterrichts [...] als sehr fehleranfillig bei den Schii-
lern erwiesen (Vollrath 2003, S. 1), ist es umso
wichtiger, bei den Grundlagen auf einen stabilen
Wissen- und Vorstellungssaufbau zu achten, denn
gerade in der Algebra ist die Bedeutung des Funda-
ments fiir die weitere Arbeit in den hheren Klassen
— gerade auch im Hinblick auf die Oberstufe — nicht
hoch genug einzuschitzen. Hier zeigt sich nidmlich
eine zunehmende Abstraktion, bei der es sehr dar-
auf ankommt, in den Grundlagen sicher operieren
zu konnen (vgl. Symmetrien von Gleichungen, ab S. 38
in diesem Heft). Gelingt dies, ist auch der Ubergang
in die Hochschulmathematik mit weniger Hiirden
behaftet.

Anmerkung

1 | Beispiele fir gute Kontexte sind zum Beispiel ,Was kos-
tet Autofahren?“(MatheWelt in mathematik lehren, Heft
136, S.4) oder ,Wie viele Personen wohnen im Dachge-
schoss?“ (mathematik lehren, Heft 169, S. 13-15).
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