Abb. 1:
Messplakate
entwerfen
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~Mein Daumen ist ungefahr
einen Zentimeter breit”

Stiitzpunktvorstellungen entwickeln — Zahlvorstellungen ausbauen

Um Stiitzpunktvorstellungen zu entwickeln, sind naturgemal konkrete Erfahrungen mit
Objekten und Situationen bedeutsam. Weitaus weniger bedacht wird die Bedeutung von
Zahl- und Operationsvorstellungen beim Aufbau von Stiitzpunktvorstellungen.

Ungefdhr 1 mm
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Das Schatzen mit Stlitzpunktvorstel-
lungen setzt grundlegende Erfahrun-
gen des Vergleichens und Messens
mit gréBenspezifischen Reprasen-
tanten einer MaBeinheit voraus. Um
beispielsweise Vorstellungen zu 1kg,
1m oder 1 h aufzubauen, sind kon-
krete Erfahrungen enaktiver, ikoni-
scher und symbolisch-sprachlicher
Art mit entsprechenden Reprasen-
tanten (z.B. Gewichtssatze, Metersta-
be, Zeitabschnitte) zu durchdenken.
Verinnerlichte Handlungserfahrun-
gen sind — wenn sie als Stitzpunkt-
vorstellungen genutzt werden sol-
len — nicht allein mit dem Wissen um
die jeweilige Grof3e und die groen-
spezifischen Einheitsbezeichnungen
verknipft. Sie stellen vielmehr inne-
re Bilder von geeigneten Objekten
dar, die flexibel in Beziehung zu an-
deren Objekten gesetzt werden kon-
nen und zugleich verhaftet sind mit

Ungefdhr 1 cm

—

dem Wissen um Maf3zahlen. Die men-
talen Stutzpunkte konnen somit auf
statische Weise Objekte reprasentie-
ren, die ein spezifisches Maf3 abbil-
den und die mental mit anderen Ob-
jekten qualitativ verglichen werden.
Zudem ist es flr den Schatzprozess
unabdingbar, dass Objekte auch auf
dynamische Weise als mentale Maf3-
einheit wiederholt abgetragen oder
zerlegt werden.

Um Vorstellungen zu entwickeln,
die als Stuitzpunkte fiir MaRe gedank-
lich zur Verfligung stehen, reicht es
nicht aus, wenn Kinder diese auf Ar-
beitsblattern oder in Arbeitsheften
als ,Stitzpunktvorbild” kennen und
auswendig lernen. Dadurch erwer-
ben sie lediglich trages Wissen liber
Stltzpunkte, ohne diese aktiv inhalt-
lich zu einer Vorstellung aufzubauen,
die mental beim Schatzen genutzt
werden kann. Um Stitzpunktvor-

Ungefdhr 10 cm
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stellungen zu entwickeln, gehort es
in erster Linie dazu, dass sich Kinder
diese eigenstandig aneignen, indem
sie ihren Bleistift, ihnren Daumen oder
ihre Handspanne ausmessen, do-
kumentieren und als eigene Stiitz-
punkte verinnerlichen (Abb. 1).

Bei groBeren MaBeinheiten ist
es — ebenso wie im gro3en Zahlen-
raum — schwierig, sich passende Re-
prasentanten vorzustellen. Um den
Lernenden dennoch Zugang zu trag-
fahigen Vorstellungen zu bieten, kon-
nen GréBen zwischen unvorstellba-
ren Zahlen und Einheiten vermitteln.
Beispielsweise sind groRere Langen-
angaben (,Wie weit wohnst du weg?”)
kaum sinnvoll fir Schilerinnen und
Schiiler zu beantworten, wenn sie
auf das LangenmaR reduziert wer-
den. Hingegen kdnnen vorstellbare
Zeitspannen hier eine Vermittlerrol-
le zwischen unsichtbaren Langen und
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Abb. 1 aus: Wittmann, E.C. & Mdiller, GN.: Das Zahlenbuch 3 © Emst Klett Verlag GmbH
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Beispiel 1:
3m<20cm,da3<20

Fehlermuster:

Fokus liegt ausschlief3lich auf der ZahlengroRe.

erfahrbaren Zeitspannen einnehmen
(,70 min mit dem Fahrrad”). Die Ver-
schmelzung von Groen schafft so
eine Grundlage fir den Aufbau von
Stutzpunktvorstellungen.

Zahlvorstellungen und
MaBzahlvorstellungen

MaBzahlen verbinden sozusagen
Zahlen und Einheiten miteinander.
Dadurch schaffen sie eine Briicke zwi-
schen abstrakten mathematischen
Objekten und konkreten Erfahrun-
gen, die als reprasentative Situatio-
nen und Objekte der Einheit zuge-
ordnet sind. Im Unterricht werden
MaBzahlen im Zuge der Erkundung
der unterschiedlichen Gré3en immer
wieder aufs Neue erortert und the-
matisiert. Hierbei lernen die Schi-
lerinnen und Schiiler, dass mit einer
MaBzahl unterschiedliche Gegen-
stande oder Lebewesen (z.B. eine Tir,
eine Tafel, ein Tisch, eine Lehrkraft)
unter der gemeinsamen Eigenschaft
der Lange verglichen und zu einzel-
nen Klassen mit der gleichen Lange
geordnet werden kénnen. Diese kon-
nen dann mit einer Ma3zahl (z.B. 2 m)
bezeichnet werden. Wenn Kinder die
Einheiten der MaBzahlen nicht be-
achten oder keine entsprechende
Vorstellung nutzen kdnnen, besteht
die Gefahr, dass sie vorschnell nur die
Zahlen miteinander vergleichen. Dies
kann zu Fehlern beim Vergleich von
MaBzahlen mit unterschiedlichen
Einheiten flihren; beispielsweise zwi-
schen 3 m und 20 cm. Ein solcher Feh-
ler basiert in der Regel darauf, dass
die Kinder zwar Vorstellungen tber
Zahlen besitzen, aber nicht Giber die
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Beispiel 2:

THEMA. Lernvoraussetzungen

1Tm20cm > 125cm,dam >cm

Fehlermuster:
Fokus liegt ausschlief3lich auf der Einheitsrelation.

gréBenrelevanten Stltzpunkte, so-
dass sie ausschlie3lich auf ihr Zah-
lenwissen zurlickgreifen. Zuweilen
wissen die Kinder zwar, dass unter-
schiedliche Maf3einheiten mit un-
terschiedlich grof3en Reprasentan-
ten in Beziehung stehen. Wenn sie
aber zugleich keine Vorstellung tiber
die Bedeutung der Mazahlen besit-
zen, dann denken sie ausschlieBlich
an die Auflistung der Einheiten unter-
schiedlicher Gro3e unabhéangig von
der jeweiligen Anzahl der Einheit.
Beispielsweise sind dann 1Tm 20cm
nicht nur groBer als 75cm, sondern
auch groBer als 125 cm, da bei der
ersten MaBBangabe die groBere Ein-
heit vorkommt (Abb. 2).

Beziehungen zwischen
Zahlen - Beziehungen
zwischen Einheiten

Im Gegensatz zu Zahlen, die eine spe-
zifische Anzahl einer Menge oder eine
Position in einer Folge beschreiben,
konnen unterschiedliche Ma3zah-
len dasselbe Mal3 beschreiben (z.B.
20dm, 200cm). ,Dieser Umstand,
dass ein und dieselbe GréBe mit ver-
schiedenen,Namen’ versehen wer-
den kann, ist fiir die Schiilerinnen und
Schiiler eine neue Erkenntnis, die zu-
nachst auf die Besonderheiten des
Umwandelns, namlich die Wahl der
Mafeinheit, zurtickgefiihrt wird. Die-
se neue und zundchst eingegrenzte
Erkenntnis erhalt jedoch eine tragen-

3h=3-1Th=3-60min=180min
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Umwandeln von MaB3zahlen:
3m=30dm =300cm =3000mm

Schreibweisen von MafRzahlen:
3m50cm=350cm=3,5m

Umformungen von Termen:
30=10+10+10=3-10

de, weitreichende Bedeutung im Rah-
men der Zahlbereichserweiterungen
in der Sekundarstufe, in deren Zusam-
menhang nun auch,unbenannte Zah-
len’ unterschiedliche ,Namen’ erhal-
ten konnen” (Franke & Ruwisch 2010,
S. 180). Gleichwohl lernen die Schiile-
rinnen und Schiiler bereits von Klas-
se 1 an kennen, dass eine Zahl durch
unterschiedliche Terme ausgedriickt
werden kann. Dieses Grundverstand-
nis an Termbeziehungen, das bedeut-
sam fiir das Zahl- und Operationsver-
standnis ist, bereitet die Lernenden
zugleich darauf vor, MaBzahlen in Re-
lation zueinander zu deuten (Abb. 3).

Die Mafzahl an sich driickt - auch
wenn man es ihr nicht ansieht — eine
Multiplikationsaufgabe aus: Die Zahl
gibt den Faktor an, um den die ge-
wahlte Basiseinheit vervielfacht
wird. Wird als Einheit eine Grundein-
heit gewahlt (z.B. Pfund anstelle von
5004q), gibt die MaBzahl zugleich die
Anzahl der gewahlten Einheit an (z.B.
3 Pfund anstelle von 3 mal 5009 =
1,5kg) (weitere Beispiele in Abb. 4).

3m=3-1Tm=3:-100cm=300cm
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Abb. 2:
Fehlermuster
beim Vergleichen
von Langen

Abb. 3:
Unterschiedliche
MaBzahlen
kénnen dasselbe
MaB beschreiben.

Abb. 4:

Gut versteckt:
Die Maf3zahl ist
eigentlich eine
Multiplikations-
aufgabe.



1. und 2. Schuljahr:
Zahlenraum bis 100
12=10+2=1Z2E
62=60+2=6Z2E=6-10+2

Grundlagen:

www.meinunterricht.de

Langen, Geldwerte, Zeitspannen
12cm=10cm+2cm=1dm2cm
62cm=60cm+2cm

62 cm: ,Das sind ein halber Meter und zwolf Zentimeter.”

Abb. 5:Im 1.und 2. Schuljahr werden dekadische Beziehungen an Zahlen und MaB3zahlen thematisiert.

Flacheninhalte

-10? -10? -10?
-10 -10 -10 -100 -100 -100
Kilo- 100 m 10m Meter Quadrat- Hektar Ar Quadrat-
meter kilometer meter
1hm 1 dam
Hekto- Deka- Tm 10km?> 1km? | 10ha 1ha| 10a 1a [10m? 1m?
1km meter meter
1000 m 100 m 10m 1m 1000 000 m? 10 000 m? 100 m? 1 m?
10 000 000 m? 100 000 m? 1000 m? 10 m?

Abb. 6: Unterschiedliche Umwandlungsfaktoren bei Langen und Flacheninhalten

Abb. 7:

Zehn Ein-
heitsquadrate
ergeben einen
Einheitsstab.
Zehn Einheits-
stdbe ergeben
untereinander-
gelegt ein
neues Quadrat,
ahnlich wie
beim Hunderter-
punktefeld.

Das Vervielféltigen von Zahlen ler-
nen die Schilerinnen und Schiiler
bereits im Arithmetikunterricht ken-
nen, wenn sie Zahlen verdoppeln
oder aber in Schritten zdhlen - also
auch schon bevor das Einmaleins the-
matisiert wird. Die Erkenntnis, dass
eine Zahl durch eine andere Zahl,
die vervielféltigt wird, ausgedriickt
wird, stltzt sich auf grundlegende
Teil-Ganzes-Erfahrungen. Eine Zahl
kann in mehrere gleich groB3e Teile
zerlegt werden bzw. aus diesen zu-
sammengesetzt werden. Mit ande-
ren Worten: Zahlen kénnen durch an-
dere Zahlen ,ausgemessen” werden.

Mit Stellenwerten rechnen -
Einheiten umrechnen

In jedem Schuljahr lernen die Kin-
der aufs Neue die Erweiterung der
Zahlenrdume und damit die deka-
dische Strukturierung mit Bezug auf
immer groBer werdende Stellenwer-
te kennen - dhnlich wie sie analog
zur Erweiterung der Zahlenrdume die
strukturellen Beziehungen zwischen
den Einheiten der unterschiedlichen
GroBen thematisieren. Wahrend in
den ersten zwei Schuljahren der Fo-
kus auf dem Zahlenraum bis 100 liegt
(vgl. Abb. 5) und damit die Beziehun-

gen zwischen Cent und Euro, Zenti-
meter und Meter (zuweilen auch De-
zimeter) oder Minuten und Stunden,
rlicken in den weiteren Schuljahren
mit der Erweiterung des Zahlenraums
auf Tausend bzw. eine Million die gro-
Beren Beziehungen bei Léngen (z.B.
Millimeter, Meter und Kilometer), Ge-
wichten (z.B. Gramm, Kilogramm und
Tonne) oder Volumina (Milliliter, Li-
ter) in den Vordergrund. Auch wenn
im Unterricht Beziehungen zwischen
MaBeinheiten oftmals auf benachbar-
te Einheiten reduziert werden (z.B.
1Tm=100cm, 1cm = 10mm), ist es
fur ein flexibles Maf3zahlverstandnis
wichtig, die Beziehungen vielfdltig
zu thematisieren (z.B. Tm =10dm =
100cm = 1000 mm).

Die Zusammenhdnge zwischen der
Erweiterung des Zahlenraums und des
Stellenwertverstandnisses auf der ei-
nen Seite und der Erkundung von Gré-
Ben und deren MaBzahlbeziehungen
auf der anderen Seite zeigen deutlich
auf, wie die Entwicklung dekadischer
Vorstellungen nicht nur Vorausset-
zung fir den Aufbau von Stitzpunkt-
vorstellungen ist, sondern beide in-
haltlichen Themen sich gegenseitig
stitzen und bereichern. Denn die
Verfeinerung und Vergréberung von
Einheiten kann rechnerisch durch die
Multiplikation und Division mit Zeh-
nerpotenzen vorgenommen werden.
Wenn Kinder (iber Ma3zahlbeziehun-
gen nachdenken und diese erkunden,
greifen sie auf dekadische Vorstellun-
gen zurilick und erweitern diese wiede-
rum. Wenn Kinder tber dezimale Vor-
stellungen verfiigen, konnen sie auf
diese zuriickgreifen, und zwar wenn
sie MaBzahlen zerlegen oder MaR-
zahlen umwandeln von einer Einheit
in eine andere. Die analogen Bezie-
hungen zwischen dem Dezimalsys-
tem und dem Umrechnen von Einhei-
ten innerhalb einer GroB3e sind gewiss
eine grofe Stiitze des Verstandnisses
des metrischen Einheitssystems (Hal-
be u.a.2011). Allerdings besteht auch
die Gefahr, dass dadurch das Umwan-
deln durch Umgangsregeln verstand-
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nislos und wie ein Algorithmus gelehrt
wird:,Soll eine Einheit in die nachst-
feinere Einheit Gbertragen werden,
hangt man eine Null an die Maf3zahl
an (jedenfalls dann, wenn die Mal3zahl
ganzzahlig ist), soll die Einheit grober
werden, dann streicht man eine End-
null der Mal3zahl weg (jedenfalls dann,
wenn die Maf3zahl ganzzahlig ist und
Endnullen vorhanden sind)” (Schwarz-
kopf 2013, S.9). Dies fiihrt gerade dann
zu Schwierigkeiten, wenn Umwand-
lungsfaktorregeln lediglich auswen-
dig gelernt werden, ohne deren deka-
dische Grundstruktur mit zu verstehen.
Bei Ldngen scheint dies noch einfach
zu sein, wenn Kinder lernen, dass
1km um Faktor 1000 verfeinert wird
in 1000m, 1 m um den Faktor 100 in
1c¢m und wiederum 1cm um den Fak-
tor 10 in T mm; bei Gewichten hinge-
gen der Faktor 1000 stabil bleibt zwi-
schen 1 tund 1000kg, 1kg und 1000g
sowie 1g und 1000 mg. Allerdings tra-
gen die scheinbar einfachen Regeln
bereits bei Langen nicht vollstandig,
denn die wichtige Einheit ,Dezimeter”
wird nicht mit aufgegriffen. Auch wird
es fiir die Kinder problematisch, wenn
die Maf3zahlen nicht ganzzahlig sind
oder wenn in der Sekundarstufe Bezie-
hungen zwischen Flachen- und Raum-
inhaltsmafen hergestellt werden.

Um ein grundlegendes Verstand-
nis der MaBzahlbeziehungen zu
entwickeln, ist es nicht forderlich,
moglichst viele Umrechnungen
durchzufiihren. Vielmehr muss die
Verkniipfung zwischen Einheiten und
den Beziehungen im dezimalen Stel-
lenwertsystem durch inhaltlich be-
deutsame Lernanldsse erortert wer-
den (Halbe u.a. 2011). ,Gerade weil
sich die unterschiedlichen Gro3en
oberflachlich gesehen unterschied-
lich verhalten, miissen von Beginn
an die strukturellen Gemeinsamkei-
ten immer wieder betont werden”
(Schwarzkopf 2013, S. 9).

Am Beispiel von Langen und Fla-
cheninhalten (Abb. 6) wird auch
deutlich, wie wichtig es ist, das Mes-
sen nicht auf das Zahlen von Objek-
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ten zu reduzieren. Beim Messen von
Flachen werden einzelne Einheiten
multiplikativ ebenso vervielfacht wie
bei Langen bzw. ein MaB wird ent-
sprechend aufgeteilt. Eine inhaltli-
che Grundlage der verdanderten Um-
wandlungsfaktoren 10 bei Langen
und 100 bei Flacheninhalten kann
in der Grundschule dadurch gelegt
werden, dass bei Ldngen immer 10
Einheitsstdbe (z.B. 1-dm-Stab) zu ei-
nem neuen Maf3 (1-m-Stab) gebiin-
delt werden. Nutzt man bereits in der
Grundschule Zentimeter-, Dezime-
ter- und Meterquadrate, um Flachen
auszumessen, wird schnell ersicht-
lich, dass 10 Dezimeterquadrate zwar
nebeneinandergelegt werden kon-
nen. Diese lassen sich aber nicht qua-
dratisch zu einem Meterquadrat zu-
sammenlegen. Hingegen bilden 10
mal 10 Dezimeterquadrate ein neues
Quadrat (das Meterquadrat) - analog
dem Hunderterpunktefeld (Abb. 7).

Mit dem Komma rechnen -
Kommazahlen bei Grof3en
erkunden

Im Alltag begegnen den Grundschul-
kindern regelméaflig Kommazahlen
in Verbindung mit Geldwerten, aber
auch mit den physikalischen Gré3en
wie Langen, Gewichte oder Volumina.
In manchen Schulblchern finden sich
hierzu scheinbar plausibel klingende
Regeln, die den Umgang mit Komma-
zahlen dadurch vereinfachen, dass das
Komma einer MaB3zahl lediglich die-
se in zwei Einheiten trenne - exem-
plarisch mit Blick auf Geldwerte for-
muliert: ,Das Komma trennt Euro und
Cent!” Auch wenn diese oberflachli-
chen Regeln oftmals (immer dann,
wenn bei Euro und Cent oder Me-
ter und Zentimeter zwei Stellen nach
dem Komma belegt sind bzw. bei Ki-
lometern und Metern, Kilogramm und
Gramm oder Liter und Milliliter drei
Stellen nach dem Komma; z.B.2,50m=
2m 50cm oder 2,05m =2m 5cm) zu
fehlerfreien Resultaten (ver-)fiihren, sei
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THEMA. Lernvoraussetzungen

Beispiel 3:
250m=2m50cm
aber

25m#=2mb5cm oder

Abb. 8: Komma-trennt-Fehler: Zahlen vor und nach dem
Komma werden unabhdngig voneinander und von der

Maleinheit betrachtet.

hier ausdriicklich davor gewarnt. Es be-
steht die Gefahr, dass die Schiilerinnen
und Schiler eine rezeptartige, algo-
rithmische Vorstellung von Komma-
zahlen aufbauen, die weder mit Stitz-
punktvorstellungen zu den Einheiten
noch mit einem tragfahigen und nach-
haltigen Verstandnis von Dezimalbri-
chen einhergehen. Dies hat bereits in
der Grundschule gravierende Folgen
nicht nur mit Blick auf das Dezimalzahl-
verstandnis, das in der Sekundarstufe
weiter ausgebaut wird. Beispielsweise
werden2,5m=2m 50cm=2m5dm
verstanden als 2m und 5 cm, wahrend
hingegen die ungewdhnliche Notati-
on 2,500m als 2m und 500 cm inter-
pretiert wird (Abb. 8).

Fir ein grundsatzliches Verstand-
nis ist es wichtig, dass die Kinder
das Komma nicht als trennendes,
sondern als verbindendes Zeichen
verstehen. Es verbindet zwei un-
terschiedliche MaB3einheiten mitei-
nander und macht aus der kleineren
Einheit eine groere — 50 cm werden
als 0,5m interpretiert (Koch & Wol-
lenweber 2020, Schwarzkopf 2013).
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205m=2m5cm

2,500m#=2m500cm



